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Vorrede. 


Die einfachsten GesetzmaBigkeiten, die fiir die ganzen Zahlen gelten, 
sind so auffallig, daB sie bei nur geringer Anlcitung wohl jcdcr finden 
kann. Eine solche Anieitung soll die folgende Einführung in die Zahlen- 
theorie sein. Der Leser muB sich zuni Beispiel redlich bemühen, die Eigen- 
tünilichkeiten von nach gegebener Vorschrift hergcstellten Tabellen selbst 
herauszufinden, vielleicht auch zu beweisen, ehe er weiterliest und nach- 
sieht, welches diese Eigentümlichkciten sind. Er wird dann die Satze der 
elcinentaren Zahlentheorie nicht nur kcnnen lcrnen, sondern mit ihnen 
vertraut werden. So hoffe ich wenigstens. In dieser Hinsicht wird das 
Buch auch den Studiercnden zur Verticfung des Verstandnisses der 
Vorlcsung von Nutzen sein. 

Zuin Verstandnis des Bûches ist an Vorkenntnissen nur Vertrautheit 
mit den vier Grundrechenarten für positive und négative Zahlen nôtig, 
so dab das Buch auch von Schülern der oberen Klassen hoherer Lehr- 
anstalten vcrstanden werden kann und auch zum Gebrauch bei Arbeits- 
gcmeinschaften geeignet ist. 

Für die Durchsicht des Manuskripts und Ratschlage bei sciner Ab- 
fassung bin ich Fri. Studienassessorin E. Gorig, Fri. Dr. M. Oehlert und 
besonders Herrn Dipl.-Ing. W. Leidheuser zu groBem Danke verpflichtet. 
Weiteren Dank schulde ich déni Herrn Verleger, der auf meine An- 
regungen und Wünsche stcts bereitwillig eingcgangen ist und die 
Herausgabe des Bûches errnôglicht hat. 


Halle-S., Dezember 


Der Verfasser. 
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I. Von den Teilern und Vielfachen der Zahlen. 

Unter einer Zahl ist immer eine ganze Zahl zu verstehen. 

1. Teiler und Vieifache, 

Ziehen wir von 38 wiederholt 7 ab, so erhalten wir der Reihe nach die 
Zahlen 31, 24, 17, 10, 3. Wir kônnen also 7 fünfmal von 38 siibtrahieren, 
bis wir zu einer Zahl kommen, die kleiner ist aïs 7. Daher ist 

38 5 • 7 + 3. 

Wir sagen: 7 ist fünfmal in 38 enthalten, und der Rest ist 3. Oder, wenn 
wir von 52 die Zahl 13 wiederholt abziehen, so erhalten wir die Zahlen 
Î19, 2G, 13, 0, so dab wir 13 von 52 vierinal subtrahieren konnen, und der 
Rest ist 0. Daher ist 

52 - 4 • 13 + 0. 

Allgemein seien a und m zwei positive ganze Zahlen. Ist a> m (die 
Zeichen > und < bedeuten ,,gro6er aïs” und ,, kleiner aïs”), so kônnen 
wir m von a abziehen, und wenn die Differenz a — m ^ m, so kônnen 
wir m nochmal abziehen, und das kônnen wir so lange fortsetzen, bis wir 
entweder 0 oder eine positive Zahl erhalten, die kleiner ist als m. Haben 
wir m q-mal von a subtrahiert, so ist 

(1) U 4 - r, wo 0 ^ r < m. 

Wir sagen : m ist q-mal in a enthalten, und der Rest ist r. Die Darstellung (1) 
von a gilt auch, wenn a < m; es ist dann q 0, a — r. Aber es kann a 
auch negativ sein. Wir haben dann m so oft zu a zu addieren, bis wir 0 
Oder eine positive Zahl r erhalten, die kleiner ist als m. So ist — 35 + 3*13 
4 oder — 35 = ( — 3) • 13 -f 4. Die durch (1) ausgedrückte Tatsache, 
dafi man ans einer Zahl a durch Subtraktion eines passenden Vielfachen, 
etwa des ^-fachen, einer anderen Zahl m, eine Zahl r, den Rest, erhalten 
kann, die der Bedingung 0 < r < /n genügt, ist für das Folgende sehr 
wichtig. Die Zahl q kann dabei auch 0 oder negativ sein. 

Uns interessiert zunâchst nur der Fall, wo der Rest r gleich 0 ist, 
wo also 

(2) a = qm. 

Wir sagen in diesem Fall: a ist durch m teilbar, m teilt a, m ist in a ent- 
halten, m ist Teiler von a oder a ist Vielfaches von m. Das soll auch dann 
gelten, wenn g == 1, also a = m, und wenn q = a, also m = 1. Zum Bei- 

Jung, Einführung in die Zahlentheorie. 1 
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spiel hat 35 die Teiler 1, 5, 7, 35, und es ist 35 ein Vielfaches von 1, 5, 7 
und auch von 35, wenn es auch ntir das Einfachc von 35 ist. Es darf aber 
q auch gleich O sein. Dann ist natürlich auch û ^ O, wahrend rn ganz be- 
licbig gewahlt werden kann. Hiernach ist O Vielfaches jcder Zahl, und jede 
Zahl ist Teiler von 0. 

Wir wollen im folgenden die Teiler immer als positive Zahlen wahlen. 

2 . P r i in Z a h 1 e n und z u s a m m e n g e t z t e Zahlen. 

Wir betrachten in dieser Nuninicr nur positive Zahlen. 

Es gibt eine Zahl mit nur einem Teiler, namlich 1. 

Es gibt Zahlen mit genau zwei Teilern, z. B. 2, 3, 5, 7, 11, 13. Dicse 
haben nur 1 und sich selbst als Teiler. Sie heiben Prirnzalilen. 

Es gibt eine Zahl mit uncndlich vielen Teilern, namlich O, wie wir 
schon in der vorigen Nummcr gcsehcn haben. 

Aile anderen ganzen Zahlen heiBen zusarnmengesetzte Zahlen. Jede 
solche Zahl m laBt sich niindestens auf eine Art als Produkt / • n dar- 
stellen, wo die beiden Faktoren / und n beide von 1 und von m vcrschieden 
sind. Es hat daher eine zusarnmengesetzte Zahl m aul5er den selbst- 
verstandlichen Teilern 1 und m mindestens noch einen anderen, der groBer 
als 1 und kleiner als m ist. Derartige Teiler heiBen echte oder eigcniliche 
Teiler. 


G e 111 e i n s a 111 e r Teiler (g. T.) 

U 11 d g r ô B t e r g e ni e i n s a iii e r Teiler (g. g. T.) 
g e g e b e n e r Zahlen. 

Die Zahlen 15, 20, 225 haben aile drei den 'Feiler 5. Man nennt 5 einen 
gemeinsamen Teiler (g. T.) dieser Zahlen. Die Zahlen 150, 210, 500 haben 
die gemeinsamen Teiler 1, 2, 5, 7, 10, 15, 35, 70. Ihr gropter gerneinsarner 
Teiler (g. g. T.) ist 70. Er ist durch aile anderen teilbar. Die Zahlen 85, 
520, 2Î)5 haben die g. T. 1, 2, 3, 0, 7, 15, 21, 52. Der groBte, 52, ist wieder 
durch die anderen teilbar. 

Es ergibt sich die Aufgabe, die g. T. und vor allem den g. g. T. ge- 
gebener Zahlen zu bestimmen. Zunachst: Haben zwei Zahlen a, b den 
g. T. /i, sind also beide Vielfache von h, so gilt dasselbe von ihrer Summe 
und Differenz. Ist etwa a das 3-fache und b das 7-fache von h, so ist die 
Summe das 10-fache und die Differenz das ( — 5)-fache von h. Sind also 
irgendwelche Zahlen, z. B. a, b, c, gegeben, die h als g. T. haben, so haben 
auch aile Zahlen, die ans a, b, c durch wiederholte Addition und Sub- 
traktion hervorgehen, diesen Teiler. Wir nennen dfcGesamtheit der Zahlen, 
die man auf diese Art ans gegebenen Zahlen erhalt, einen Ring. Wir be- 
zeichnen den ans den Zahlen a, b, c entstehenden Ring mit {û, b, r}. Aile 
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Zahlen dieses Ringes sind aiso durch h teilbar, vor allem auch die kleinste 
positive Zabi, die in dem Ring enthalten ist. Ehe wir weitergehen, be- 
stirnme man in den folgenden Ringen die kleinste positive Zabi. 

1. (g, 12. 22}, 2. (g, 15, 22}, 3. (l30, 525o}, 1. (GGGf), 215Glo}. 

Es sind die Zablen 2, 1, 10, 5. Um sie zii finden, kann man systematiscb 
so verfahren: Zunachst ist mit a nacb Définition aucb a — a ^-^ 0 und 
dann aucb 0 — a ~ — a im Ringe entbalten. Zwei sicb nur durcb das 
Vorzeicben unterscbeidende Zablen sind daher immer beide im Ring ent- 
halten Oder beide nicht. Wir konncn und wollen uns daher auf die positiven 
Zahlen beschrânken und nehmen auch die gegebenen Zahlen positiv an. 
Man ziehe die kleinste der gegebenen Zahlen, es sei a, von den anderen 
so oft ab, bis man 0 oder positive Zahlen erhalt, die kleiner sind als a. 
Dann subtrahiere man die kleinste der so erhaltenen Zahlen so oft von 
den anderen, bis man wieder kleinere Zahlen bekommt, und so fâhrt man 
fort. Da man auf diese Art immer kleinere positive Zahlen erhalt, so niuB 
man schlieBlich zu einer kleinsten kommcn. Diese sei d. Subtrahieren wir 
dann d wiederholt von irgendeiner Zabi des Ringes, so dürfen wir keine 
positive Zabi erhalten, die kleiner ist als d; es muB sicb also der Rest 0 
ergeben. Das heiBt aber, jede Zabi des Ringes, im besonderen also auch 
jede der gegebenen Zahlen, ist durch d teilbar. Andererscits sind mit d 
auch d + = 2d, 2 d -\- d = 'Sd d ^d, . . . im Ringe enthalten, 

d. h. aile Vielfachcn von d. Der Ring besteht daher ans der Zabi 0 und 
ans allen positiven und negativen Vielfachen von d. Dabei ist d die kleinste 
positive Zabi, die in dem Ringe enthalten ist. 

Der Ring sei ctwa durch drei Zahlen n, b, c gegeben. Wir sind davon 
ausgegangen, daB jeder g. T. von a, b, c in jeder Zabi des Ringes (n, b, c} 
aufgeht. Er ist also auch in d enthalten. Da aber o, b, c durch d teilbar 
sind, so folgt cinmal: 

Die kleinste in eineni Ringe b, c} entfialtene positive Zalil ist der 
g. g. T. von n, b, c. 

Und dann: Jeder g. T. irgendwelcher Zahlen ist in ilirem g. g. T. ent- 
halten, und jeder Teiler des g. g. T. ist g. T. 

Wir bezeichnen den g. g. T. zweier Zahlen a, b mit (a, b), den g. g. T. 
dreier Zahlen a, b, c mit (a, b, c) usw. 

Zur praktischen Berechnung der kleinsten positiven Zabi, die in einem 
Ring enthalten ist, sei noch folgendes gesagt. Man wird im Beispiel 3 die 
Zabi 130 nicht 40 mal einzeln von 5250 abziehen, sondern gleich das 
^lO-fache von 130, also 5200, und erhalt so die neue dem Ringe angehôrende 
Zabi 50. Ebenso wird man im Beispiel 4 die groBere Zabi durch die kleinere 
dividieren, um zu sehen, wie oft man diese von jener abziehen kann, ohne 
daB die Differenz negativ wird. Man findet als Ergebnis der Division 32 
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und den Rest 2650. Diesen erhâlt man aus der Zahl 215610 durch Sub- 
traktion des 32fachen von 6655. Es gehôrt also der Rest 2650 auch dem 
Ringe an. 

Aujgabe: Zu beweisen: 1. Jede Zabi des Ringes lâBt sich in der 
Form ax by darstellen, wo x und y ganze, nicht notwendig positive 
Zahlen sind. Ebenso kann man jede Zahl aus {a, b, in der Form 
ax by cz darstellen, wo x, y, z ganze Zahlen sind. 

2. Es ist 

(a, /?)==(« + b, a) = (a + ^ b) = (a — b, a) ^ (a — b, b). 

Frage: Wie müssen a und b beschaffen sein, damit 
(a, b) - (a-f ^ a -b)? 

4. Teilerfremde Zahlen. 

Zahlen, die den g. g. T. 1 haben, heîôen teilerfremd. Bei mehr als 
zwei Zahlen muû man wohl unterscheiden zwischen teilerfremd und zu je 
zweien teilerfremd. So sind z. B, 6, 10, 15 teilerfremd, aber nicht zu je 
zweien teilerfremd. Natürlich sind Zahlen, die zu je zweien teilerfremd 
sind, auch im ganzen teilerfremd. Es ist ja der g. g. T. von irgendwelchen 
Zahlen schon dann 1, wenn auch nur zwei von ihncn teilerfremd sind. 
Aber es gilt nicht das Umgekehrte. 

Entsprechende Zahlen des Ringes b, c} und des Ringes {ah, bh, c/zj, 
d. h, Zahlen, die durch dieselbe Folge von Additionen und Subtraktionen 
aus den Anfangszahlen hervorgehen, unterscheiden sich durch den Fak- 
tor /z. So entspricht der Zahl — 5^ + 7c des ersten die Zahl 3 ah — 5 bh 
-j- 7c/z (3a — 5^ -l-7c)/z des zweiten Ringes. Ist also die kleinste 
positive Zahl im ersten Ringe d, so im zweiten dh. Oder wegen der oben 
gefundenen Bedeutung dieser Zahlen: 

Ist (a, b, c) == d, so ist (ah, bh, ch) dh. 

Im besonderen gilt: 

Ist (a, b) ^ i, so ist (ah, b h) = h. 

Daraus ergibt sich folgender wichtige Satz: 

Ist a teilerfremd zu b, und ist a h durch b teilbar, so ist h durch b teilbar. 

Es ist namiieh h der g. g. T. von a h und b h und nach Voraussetzung 
ist b g. T. von ah und bh. Da aber jeder g. T. im g. g. T. enthalten ist, so 
ist, wie behauptet, h durch b teilbar. 

Wir betrachten noch den besonderen Fall, wo die eine Zahl, etwa b, 
eine Primzahl p ist. Da p nur die Teiler 1 und p hat, so ist eine Zahl a 
entweder teilerfremd zu p oder durch p teilbar, so daB (a, p) nur gleich 1 
Oder p sein kann. Es seien /, m zwei Zahlen. Ist Im durch p teilbar, so 
kann / durch p teilbar sein. Ist aber / nicht durch p teilbar, also teiler- 
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fremd zu /?, so ist nach dem eben bewiesenen Satze m durch p teilbar. 
Es ist also ein Produkt Irn von zwei Faktoren dann und nur dann durch 
eine Primzahl p teilbar, wenn mindestens einer der Faktoren durch p 
teilbar ist. Das gilt auch für Produkte von mehr Faktoren. Darauf gehen 
wir hier nicht ein, da wir spâter auf anderem Wege darauf zurückkommen. 

Es gilt noch: Sind p und q zwei Primzahlen, so ist entweder p — q 
Oder (p, = 1. 

5. G e m e i n s c h a f 1 1 i c h e Vielfache (g. V.) 
und das kleinste genieinschaf tliche Vielfache (k. g. V.) 
gegebener Zahlen. 

Eine von O verschiedene Zahl, die durch jede einzelne von gegebenen 
Zahlen teilbar ist, die also Vielfaches einer jeden ist, heiBt gemeinschaft- 
liches Vielfaches (g. V.) von ihnen. Ein solches ist zum Beispiel ihr Produkt. 
Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache (k. g. V.) zweier Zahlen a, b be- 
zeichnen wir mit [û, b], das von drei Zahlen a, b, c mit [a, b, c] usw. 

Wir betrachten zunâchst zwei Zahlen, etwa 70 und 45. Ihr g. g. T. 
ist 5 und es ist 70 5 • 45 =::: 5 • 9. Das Produkt der beiden Zahlen 

70 • 45 -- 14 • 5 • 5 • 9 

ist g. V. von ihnen. Durch 14-5 und durch 9-5 teilbar ist aber schon 

70 • 45 

m -- 14 • 5 • 9 = ;; — • 

5 

Der g. g. T. ist offenbar nur einmal nôtig. Ist andererseits l irgendein Viel- 
faches von 70 und 45, so muB / zunâchst durch 70 teilbar sein, also die 

Forni haben 70 n, wo n eine ganze Zahl ist. Ferner muB / == 70n 

— 14 • 5 • n durch 45 = 9-5 teilbar sein, also 14 n durch 9. Da aber 14 

teilerfremd zu 9 ist, so muB n 9 enthalten, also von der Form 9 g sein. 

Es wird somit 

70 • 45 

/ == 70n = 70 • 9 • g g = mg. 

5 

Daher ist jedes g. V. von 70 und 45 Vielfaches von m. Und m ist das 
k. g. V. von 70 und 45. Wir haben so gefunden: 

Das Produkt zweier positiver Zahlen ist gleich dem Produkt ihres g. g. T. 
und ihres k, g. V, {[a, b] • (û, b) — a- b). 

Jedes g. V. zweier Zahlen ist durch ihr k. g. V. teilbar. Wir zeigen noch, 
daB der letzte Satz auch für mehr als zwei Zahlen gilt. Es seien a, ft, c, . . . 
ganze Zahlen. Ihr k. g. V. sei m. Ferner sei l irgendein g. V. Es sind l 
und m und daher auch die Zahlen l — m, l — 2m, / — 3m,... durch 
jede der gegebenen Zahlen teilbar, also g. V. von ihnen. Wir konnen aber 
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die Zahl q so bestimmen, daB l — qm gleich 0 oder positiv und kleiner 
als m ist. Würde der zweite Fall eintreten, so ware l — qm ein g. V., das 
kleiner wâre als m, und rn ware nicht das k. g. V. Daher ist / — qm 0, 
/ qm und l, wie behauptet, Vielfaches von m. AIso: 

Jedes g. V. irgendwelchcr Zatilen ist durcfi ihr /c. g, V. teilbar. 

Es seicn drei Zahlen gegebcn, a b 2\, c 14, und es sci ihr 

k. g. V. m zu bestimmen. Es muB m ein Vielfaches von a und b sein, also 
ein Vielfaches des k. g. V. von 35 und 21, d. h. von 35 *21/7 = 105. Es 
ist daher m das k. g. V. von 105 und 14, so daB 

105-14 

[35, 21, V.] = [105, ^ ^ 210. 

Aufgabe. Zu beweisen: Das k. g. V. von zu je zweien teilerfremden 
Zahlen ist ihr Produkt. 

b. S a t Z e ü b c r P r i ni z a b 1 c n. 

Wir wicderholen zunachst: 

Eine Zahl, die genau zwei Teilcr hat, ist einc Primzahl. 

Es ist also 1 keine Primzahl. Es gibt eine gerade Primzahl, namlich 2; 
aile andercn sind ungerade. Ferncr: 

Sind P und q Primzahlen, so ist entweder p = q oder (p, q) 

Ist von zwei Primzahlen die eine durch die andere teilbar, so sind sie 
einander gleich. 

Wir konnen jetzt den Satz beweisen: 

Jede ZahU ailier I , ist entweder Primzahl oder sie làpt sicli aiif eine 
and nur aiif eine Art als Produkt von Primzahlen darstellen. 

So ist z. B. 00 : 2 • 2 • 3 • 5, 1001 7 • 11 • 13, 2001 3 • 23 • 29, 

1021 - 2*^. Der erste Teil iinseres Satzes, daB sich namlich jede Zahl als 
Produkt von Primzahlen darstellen laBt, wenn sie nicht 1 oder selbst eine 
Primzahl ist, ergibt sich so: Es sei a eine Zahl groBer als 1. Ist sie nicht 
selbst Primzahl, so laBt sie sich als Produkt gh darstellen, wo gund/ïechte 
7'eiler von a sind, also kleiner als a und nicht gleich 1. Sind g und h beides 
Primzahlen, so ist a in der behaupteten Art zerlegt. Ist aber etwa g keine 
Primzahl, so laBt sich g als Produkt Im darstellen, wo / und m nicht gleich 
1 und kleiner als g sind. Es wird a ^ Irnh. Sind /, m, h Primzahlen, so 
ist a in gewünschter Weise zerlegt. Im andern Falle laBt sich mindcstens 
einer der Faktoren /, m, h weiter in echtc Teiler zerlegen. So konnen wir 
fortfahren und müssen schlieBlich zu Faktoren kommen, die sich nicht 
weiter zerlegen lassen, also zu Primzahlen, da bei jedem Schritt die 
Faktoren kleiner werden. Es gibt nicht immer nur einen Weg, der auf die 
angegebene Art zur vollstandigcn Zerlegung von a führt. Es sei z. B. 
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a 30030. Wir konnen a beim ersten Schritt zerlegen in 30 • 1001 oder in 
70 • 429, 154 • 195 usw. Es ist nicht selbstverstandlich, dab die weitere 
Zerlegung immer zum selbcn Endergebnis führt. Wir müssen daher noch 
zeigen, dab die Zerlegung nur auf eine Art moglich ist. Wir beweisen, daB 
die Annahme des Gegenteils auf einen Widerspruch führt. Es gebe also 
Zahlen, die sich auf mehr als eine Art als Produkt von Primzahlen dar- 
stellen lassen. Es sei a die kleinste von ihnen. Zwei verschiedene Zer- 
legungen von a seien 

(^) PiPî - ■ ■ Pm == 

Die Primzahlen pi sind aile von den qj^ verschieden. Warc z. B. p., - 
so kônnten wir die Gleichung (3) mit dividieren, und wir würden eine 
Zahl, namlich a/po erhalten, die kleiner ist aïs a, und die sich auch auf 
verschiedene Arten zerlegen laBt. Zur Abkürzung sei q.j, • • • qu = b 
gesetzt, so daB q^b. Ans (3) foigt, daB q^b durch p^ teilbar ist. Da q^ 
von Pi verschieden und daher teilerfremd zu pj ist, so muB b durch p^ 
teilbar sein. Es sei b - p^c. Ans (3) foigt durch Division mit p^ 

a’ - al Pi = p 2 • • • Pm ■ 

Zerlegen wir hierin c auf irgendeine Art in Primfaktoren, so erhalten wir 
für a' zwei Zerlegungen, die sicher voneinander verschieden sind. Demi 
die zweite enthalt die Primzahl q^, die in der ersten nicht vorkommt. Da 
aber a' kleiner ist als n, so haben wir einen Widerspruch. 

Wir zeigen noch, daB es unendlich vicie Primzahlen gibt. Es gebe 
namlich nur eine endliche Anzahl, etwa ri. Diese n Primzahlen seien 
Pi,Pi, • • -, Pn- Die Zahl 
('*) a Pi P 2 • • • Pu + 1 

ist durch keine der Zahlen pi^ teilbar, da sie bei der Tcilung durch jede 
von ihnen den Rest 1 laBt. Sie ist aber entweder Primzahl oder ist durch 
Primzahlen teilbar, und diese sind von den Zahlen p/,. sicher verschieden, 
da sie Teiler von a sind. Es muB daher auBer den n Primzahlen pj^ noch 
andere geben. 

Ans dem Beweise ergibt sich, daB die Zahl a in (4), wo die p/- irgend- 
welche Primzahlen sind, nur Primzahlen als Teiler enthalt, die von den 
p/e verschieden sind. Z. B.: 

2-5 + 1=11, 3 • 5 + 1 = 2^ 2-7-11+1= 155 = 5 - 31, 

3 - 23 - 29 + 1 = 2002 = 2-7-11-13. 

Aiifgabe: Man bestimme den g. g. T. und das k. g. V. gegebener Zahlen, 
indem man ihre Zerlegungen in Produkte von Primzahlen benutzt. 
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II. Rechnen nach einein Modul. 


II. Rechnen nach einem Modul. 

1. Restsysteme. 

Wie wir in I, 1 gesehen haben, lâBt sich, wenn m irgendeine Zabi ist, 
jede Zabi a in der Form darstellen. 

(5) a == qm + ^ wo O ^ r < m. 

Mit anderen Worten: Wir kônnen von jeder Zabi a ein solcbes Vielfacbes 
von m — unter Umstânden ein négatives — abzieben, daB aïs Rest eine 
der Zablen 

(6) O, 1, 2,..., m-1 

bleibt. Es sei etwa /n = 7. Dann sind die moglicben Reste 

(7) O, 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Ist der Rest eine der Zablen 4, 5, 6, und subtrabiert man dann nocb 
einmal 7, so erbâlt man die Reste — 3, — 2, — 1. Zum Beispiel ist 
75 = 10 • 7 + 5 = 11 • 7 — 2, —22 = — 4 • 7 + 6 = — 3 • 7 — 1. 
Wir kônnen daber aucb jede Zabi a so in der Form 

(8) û - ^ • 7 -F r 
darstellen, daB der Rest r eine der Zablen 

(9) -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3 

ist. Allgemein kônnen wir, wenn m eine ungerade Zabi ist, jede Zabi a 
so in der Form (5) darstellen, daB der Rest r eine der Zablen 

(10) 0, ±1, ± 2 ,..., ±~{m~\) 

ist. Man nennt die Reste (6) und (7) die positiv kleinsten Reste und die 
Reste (9) und (10) die absolut kleinsten Reste. Wenn nicbts anderes gesagt 
ist, wâblen wir im folgenden immer die positiv kleinsten Reste. 

Aujgabe. Zu zeigen: Addiert man zu jeder der Zablen (7) irgendein 
Vielfacbes von 7, nicbt notwendig zu jeder dasselbe, so erbalt man sieben 
Zablen 

(11) fl, rj, . . r„ 

so daB man jede Zabi a so in der Form (8) darstellen kann, daB jetzt r 
eine der Zablen (11) ist. 

Man nennt sieben derartige Zablen ein vollstandiges oder voiles Rest- 
system von 7. Ein solcbes ist z. B.: 

14, —G, —12, 73, 4, 40, —1. 

Jede Zabi gebt ans einer und nur aus einer der Zablen eines vollen 
Restsystems durcb Hinzufügen eines positiven oder negativen Vielfacben 
von 7 bervor, oder sie ist sclbst eine dieser Zablen. Daraus folgt, daB zwei 



2. Rest, den Summe, Differenz und Produkt zweier Zahlen lassen. 9 


Zahlen, die denselben Rest eines bestimmten Restsystems bei der Teilung 
durch 7 lassen, sich niir durch ein Vielfaches von 7 unterscheiden, daB 
sie das aber nicht tun, wenn sie verschiedene Reste lassen. Oder gleich 
allgemein: 

Zwei Zahlen g und h lassen dann und nur dann bei der Teilung durch 
eine Zahl m denselben Rest eines bestimmten, fest gewàhlten Restsystems, 
wenn ihre Differenz g — h durch m teilbar ist. 

2. Rest, den Summe, Differenz und Produkt zweier 
Zahlen bei der Teilung durch eine andere lassen. 

Es seien g und h zwei Zahlen, und es sei m eine positive Zabi. Es môgen 
g und h bei der Teilung durch m die Reste r und s lassen. Wir untersuchen, 
welchen Rest g + h, g — h, gh lassen. Es sei 

(12) g km r, h Im ~\- s. 

Zunâchst seien g und h positiv und g> h; ferner seien r und s die positiv 
kleinsten Reste. Die Gleichungen (12) kônnen wir anschaulich so deuten: 
Verteilen wir g (h) Nüsse gleichmâBig unter m Jungen, so erhâlt jeder 
k (/) und es bleiben r (s) übrig. Wollen wir g + h Nüsse gleichmciBig unter 
m Jungen verteilen, so kônnen wir erst g und dann h verteilen. Von den 
ersten g bleiben r und von den zweiten h bleiben s übrig, im ganzen also 
r + s. Ist r -}- s > m, so kann man noch weiter verteilen. Auf jeden Fall 
ist der bei der Verteilung von g + /i Nüssen verbleibende Rest geradeso 
groB wie der bei der Verteilung von r + s Nüssen. Es sei jetzt r> s. Um 
zu sehen, welcher Rest bei der Verteilung von g — h Nüssen bleibt, 
denken wir uns zunâchst wieder g Nüsse verteilt, so daB r übrig bleiben; 
dann nehmen wir h Nüsse in der Weise fort, daB wir uns von jedem Jungen 
l Nüsse geben lassen, wâhrend wir den Rest von s Nüssen von dem vorher 
gebliebenen Rest von r Nüssen wegnehmen. Es bleiben daher r — s Nüsse 
übrig. Es seien jetzt gh Nüsse zu verteilen. Wir denken sie uns in g Kâsten, 
so daB in jedem h liegen. Wir kônnen dann zunâchst jedem Jungen 
k Kâsten geben, so daB r Kâsten und rh Nüsse übrig sind. Dann geben wir 
jedem der Jungen aus jedem der Kâsten l Nüsse. Es bleiben dann in 
jedem der r Kâsten s Nüsse, so daB der verbleibende Rest aus rs Nüssen 
besteht. Ist rs^ m, so kann man noch weiter verteilen; auf jeden Fall 
ist der bei der Verteilung von gh Nüssen verbleibende Rest gerade so groB 
wie der bei der Verteilung von rs. 

Allgemein folgt aus (12) für beliebige Zahlen g, h und für irgendein 
Restsystem 

(g + h) — {r + s) in{k + l), (g — h) — {r~s) = m{k — l), 
gh — rs ^ m (klm + /es -f Ir). 
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II. Rechnen nach cinem Modul. 


Es sind daher die Differenzcn von g h und r + s, von g — h und r — s, 
von gli und rs durch m teilbar. Das aber bedcutet: 

Lassen die Zalilen g and h bei der Teiliing durch m die Reste r und s, 
so lassen die Zahlen g + h, g — h, gli dieselben Reste wie r -f s, r — s, rs. 
Wollen wir z. B. den Rest bestininien, dcn 

a -- 123-733 -1- 15-79 

bei der Teilung durch 7 lâBt, so brauchen wir a keineswegs auszurechnen, 
sondern wir konnen die Zahlen 123, 733, 15, 79 durch ihre Reste 4, 5, 1, 2 
ersetzen. Es laBt also 

b -- 4 - 5 f 1 - 2 22 

denselben Rest, so daB a den Rest 1 ergibt. Oder, indem wir unseren 
Satz wiederholt anwenden: Es laBt bei der Teilung durch 13 

a - 5203 - 2734 - 98 — 15 • 130 • 511 + 66 • 7 • 9144 - 28 
denselben Rest wie 

b - 3 • 4 • 7 — 1 5 • 0 • 51 1 + 1 - 7 - 5 - 2 - 84 + 70 15^i, 

also dcn Rest 11. Oder es laBt 123® bei der Teilung durch 7 denselben Rest 
wie 4® 4*'*- 4^ ~ 64 • 64 oder wie 1-1 =1. Oder: Bei der Teilung durch 

1 1 laBt 3^ - 27 den Rest 5; 3'* -= 3 • 3® laBt denselben Rest wie 3 • 5 = 15, 
also den Rest 4; 3^ ^ 3 • 3^ laBt denselben Rest wie 3 - 4 12, also den 

Rest 1 usw. 


3. Rechnen nach eineni Modul. 

Wir wollen eine positive Zabi auszeichnen, etwa 5, und festsetzen, 
daB zwei Zahlen als gleich gclten sollen, wenn sie sich nur durch ein Viel- 
faches von 5 unterscheiden. Mit anderen Worten: Wir setzen fest, es soll 

5 -- 0 

sein. Es ist dann z. B. 38 = 3 -f 7 - 5 -- 3 -1 ^ • 0 = 3, — 21 = — 1 = 4 
24 usw. Es ist jede Zahl gleich eincr der fünf Zahlen 

(13) O, 1, 2, 3, 4 
oder auch gleich einer der Zahlen 

(14) -2, -1, 0, 1, 2. 

Wir konnen uns also auf die Zahlen (13) oder (14) beschranken. Wenn 
nichts anderes gesagt ist, benutzen wir die Zahlen (13), d. h. die positiv 
klcinstcn Reste von 5. Das Rechnen wird dann sehr einfach, da wir über- 
haupt nur fünf Zahlen haben. Es ist z. B. 

1 + 4 - 0, 3 ~ 4 — 1 = 4, 4 + 4 -- 3, 2 - 3 1, 3 • 4 = 2, 4 - 4 -- 1. 

Die ausgezeichnetc Zabi 5 nennen wir dcn Modul, und wir sagen, wir 
rechnen nach dern Modul 5 oder auch kürzer: nach 5. 



4. Einige Beispiele. — 1. Teilbarkeit durch 2, 4, 8. 
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Allgemeiner kônnen wir irgendeine positive Zabi m als Modul wâhlen, 
also festsetzen, daB zwei Zahlen aïs gleich gelten sollen, wenn sie sich 
durch ein Vielfaches von m unterscheiden. Es ist dann z. B, m =- 0, 
3 m + 5 = 5, rn^ ^ 0 usw. Den in der vorigen Nummer bewiesenen 
Satz kônnen wir jetzt so aussprechen: 

Ist g === r, h s nach dem Modul m, so ist aiicli g 4- /z = r + s, 
g — fl = r — s, ofi rs nach dem Modul m. 

Im besonderen folgt aus g -= r auch g^ g3 usw. nach m. 
Da jede Zahl sich von den Zahlen 

(15) 0, 1, 2, . . m — 1 

nur durch ein Vielfaches von m unterscheidet, so kônnen wir uns auf 

diese m Zahlen beschrânken, wenn wir nach dem Modul m rechnen. 

Diese sind nach m voneinander verschieden. Wir kônnen uns ebenso auf 
die absolut kleinsten Reste beschrânken, also auf die Zahlen (10), wenn m 
ungerade ist. 

4. Einige Beispiele. 

Nach dem Modul 7 ist 

86 2, 738 : 3, 9150 - 1, also 86 • 738 • 9150 2 • 3 • 1 =6. 

Nach dem Modul 13 ist 

67 • 270 • 35 — 172 • 400 + 518 • 40 - 2 • 10 • 9 — 3 • 10 + 11 • 1 

180 — 30 4- 11 11 — 4 4- 11 18 - 5 

und 

3 4- 12 • 40 4- 8 • 402 4- 5 • 40^ 3 4- 12 -}- 8 4- 5 = 28 2. 

Der Leser rechne noch viele, viele Beispiele. 


III. Teilbarkeitsregeln. 

1. Teilbarkeit durch 2, 4, 8. 

Wâhlen wir aïs Modul 2, setzen wir also 2 ^ 0, so wird auch 10 = 0 
und daher 

2^i31 -- 243 • 10 4-1^ 1, 78253 = 7825 • 10 4" 3 - 3, 
woraus folgt: 

Eine Zahl lâBt bei der Teilung durch 2 densclben Rest wie ihre letzte 
Ziffer, ist also durch 2 dann und nur dann teilbar, wenn ihre letzte Ziffer 
durch 2 teilbar ist, 

Nach dem Modul 4 ist 100 0, daher ist 

4836 36 4- 48 • 100 = 36, 27^i85 --- 85 4- 274 • 100 = 85 
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III. Teilbarkeitsregeln. 


Oder: Eine Zabi laBt bei der Teilung durch \ denselben Rest wie 
die aus ihren beiden letzten Ziffern bestehende Zabi; sie ist also dann 
und nur dann durcb 4 teilbar, wenn die aus ibren beiden letzten Ziffern 
bestebende Zabi durcb ^ teilbar ist. Abniicb ergibt sicb: 

Eine Zabi lâBt bei der Teilung durcb 8 denselben Rest wie die aus 
ibren drei letzten Ziffern bestehende Zabi; sie ist also dann und nur dann 
durch 8 teilbar, wenn die aus ihren letzten drei Ziffern bestehende Zabi 
durch 8 teilbar ist. 

2. Teilbarkeit durch 5, 25, 125. 

Nach dem Modul 5 ist 10 = 0, also 

75312 = 7531 -10 + 2 - 2, 6893 - 689 -10 + 3 - 3. 

Nach dem Modul 25 ist 100 — 0, so daft 

75312 - 753 • 100 + 12 = 12, 6893 r 68 • 100 -f 93 - 93. 

Nach dem Modul 125 ist 1000 — 0 und daher 
75312 == 312, 6893 - 893. 

Also: 

Eine Zabi lâBt bei der Teilung durch 5 denselben Rest wie ihre letzte 
Ziffer. 

Eine Zabi lâfit bei der Teilung durch 25 denselben Rest wie die aus 
ihren beiden letzten Ziffern bestehende Zabi. 

Eine Zabi laBt bei der Teilung durch 125 denselben Rest wie die aus 
ihren letzten drei Ziffern bestehende Zabi. 

Und im besonderen: 

Eine Zabi ist durch 5 dann und nur dann teilbar, wenn ihre letzte 
Ziffer 0 oder 5 ist. 

Eine Zabi ist durch 25 dann und nur dann teilbar, wenn ihre beiden 
letzten Ziffern 00, 25, 50 oder 75 sind. 

Eine Zabi ist durch 125 dann und nur dann teilbar, wenn ihre drei 
letzten Ziffern 000, 125, 250, 375, 500, 625, 750 oder 875 sind. 

5. Teilbarkeit durch 3, 9. 

Nach dem Modul 3 und auch nach 9 ist 10 — 1, und daher sind auch 
aile Potenzen von 10 gleich 1. Also wird 

5432 - 5 • 103 + 4-102 + 3-10 + 2-5 + 4 + 3 + 2, 

78214 - 7 - 10^ + 8 - 103 2 - lO^ + 1 • 10 + 4 - 7 + 8 + 2 + 1 + 4. 

Nennen wir die Summe der Ziffern einer Zabi ihre Quersumme, so haben 


wir: 



4. Teilbarkeit durch 11. — 5. Neuner- und Elferprobe. 13 

Eine Zabi lâBt bei der Teilung durch 3 oder 9 denselben Rest wie ihre 
Quersumme, und sie ist dann und nur dann durch 3 oder 9 teilbar, wenn 
ihre Quersumme es ist. 

4. Teilbarkeit durch 11. 

Nach dem Modul 11 ist 10 = — 1, so daB die geraden Potenzen von 
10 gleich +1 und die ungeraden gleich — 1 sind. Daher ist 

3475 -=5 + 7-10 + 4 • 102 + 3 • 10» = 5 — 7 + 4 — 3, 

86241 - 1 + 4 • 10 + 2 • 102 + 6 • 103 + 8 • 10^ = 1 — 4 + 2 — 6 + 8. 
Nennen wir aiso die Summe der mit abwechselndem Vorzeichen ge- 
nommenen Ziffern — wobei die Einer das positive Zeichen bekommen — 
die Querdifferenz der Zahl, so haben wir: 

Eine Zahl lâBt bei der Teilung durch 11 denselben Rest wie ihre Quer- 
differenz; sie ist durch 11 dann und nur dann teilbar, wenn ihre Quer- 
differenz durch 11 teilbar ist. 

5. Neuner-und Elferprobe. 

Es ist: 

455-3217 - 1463735. 

Den Rest, den dies Produkt bei der Teilung durch 9 (oder 11) lâBt, kônnen 
wir einmal finden, indem wir den Rest des Ergebnisses bestimmen, und 
dann auch so, daB wir den Rest der Faktoren berechnen und dann den 
Rest des Produktes dieser Reste bestimmen. Ist das Produkt richtig be- 
rechnet, so muB sich beidemal derselbe Wert ergeben. 

Nach dem Modul 9 ist 

1463 735 -1+4 + 6 + 3 + 7+3 + 5-29 = 2 + 9 = 11 -1+1 -2, 
455 - 4 + 5 + 5 - 9 + 5 = 5, 3217 - 3 + 2 + 1+7 = 3 + 1+9 - 4, 
455 - 3217 = 5 - 4 = 20 - 2 + 0 = 2. 

Wir erhalten also als Rest beidemal 2. 

Nach dem Modul 11 ist 

1463735 = (5 +7 + 6 + 1) — (3 + 3 + 4) = 19 — 10 = 9, 

455 = (5 + 4) — 5 = 4, 3217 = (7 + 2) — (1 +3) = 5, 
455-3217 = 4-5 = 20 = 9, 

so daB sich auch nach 11 beidemal derselbe Rest ergibt. 

Es sei gerechnet: 

û - 13 • 28 - 51 + 5 - 213 — 17 - 23 • 35 - 5494. 

Nach dem Modul 9 ist 

13 • 28 • 51 = 4 • 1 - 6 - 24 = 6, 5 • 213 = 5 • 6 - 30 = 3, 
17-23-35 =—l •5-— 1 =5, û = 6 + 3 — 5 = 4 
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IV. Multiplikationstabellen. 


und andererseits 

a = 5494 = 5 + 4 + 9 + 4 = 94-9 + 4 = 4. 

Wir erhalten also auf beide Arten denselben Rest 4. 

Nach dem Modul 11 ist 

13 • 28 • 51 = 2 • 6 • — 4 = 12 • 7 = 1 • 7 = 7, 5 • 213 = 5 • 4 = 20 = 9, 
17 •23-35 = 6-1 -2 = 1, û = 7 + 9 — 1=15 = 4 

und andererseits 

a = 5494 = (4 + 4) — (9 + 5) = 8 — 11 = — 6 = 5. 

Wir erhalten also nicht auf beide Arten denselben Rest. Es ist daher 
faisch gerechnet. 

Diese Rechenproben heiBen die Neimer- und die Elferprobe. Oeben 
beide ein richtiges Ergebnis, so kann richtig gerechnet sein; gibt aber 
auch nur eine ein falsches Ergebnis, so ist sicher faisch gerechnet — yiel- 
leicht bei einer der Proben. 

Auf einen Fall sei besonders hingewiesen. Da eine Zabi bei der Teilung 
durch 9 denselben Rest laBt wie ihre Quersumine, so lassen zwei Zahlen, 
die sich nur durch die Anordnung der Ziffern untcrscheid'en, denselben 
Rest. Wenn man etwa bei einer Nebenrechnung eine Zahl insofern faisch 
schreibt, daB man ihre Ziffern vertauscht, z. B. 842 statt 824, so wird das 
Ergebnis faisch, aber die Neunerprobe stimmt. Wenn umgekehrt die 
Neunerprobe stimmt, die Elferprobe aber nicht, so kann man vermuten, 
daB man einen derartigen Fehler gemacht hat. Oder: Wenn ein Kassierer 
beim KassenabschluB einen ÜberschuB oder Fehlbetragfindet, der durch 9 
teilbar ist, so darf er vermuten, daB er einen Posten in der Art faisch ein- 
getragen hat, daB er die Ziffern vertauscht hat, etwa 83 RM. 45 Pfg. 
statt 45 RM. 83 Pfg. oder 723 RM. statt 327 RM. Demi die Differenz 
zweier Zahlen mit derselben Quersumme ist immer durch 9 teilbar. 

Frage: Warum sind 4 und 5 als Moduln ganz ungeeignet zu Rechen- 
proben? 


IV. Multiplikationstabellen. 

1. Additionstabellen. 

Rcchnen wir nach dem Modul 7, so konnen wir uns auf die sieben Zahlen 
(10) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 

beschranken. In der Summe a -j- b konnen a und b unabhangîg von- 
einander die sieben Werte (16) annehmen, so daB wir im ganzen 7-7 
Additionsaufgaben erhalten, deren Ergebnisse wir in einer quadratischen 



2. Multiplikationstabellen. 
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Tabelle anordnen konnen. Wir schreiben über den oberen und vor den 
linken Rand der Tabelle die Zahlen (16) und bezeichnen die Zeilen nach 
den vor ihnen und die Spalten nach den über ihnen stehenden Zahlen, 
sprechen also von Zeile 0, Zeile 3, Spalte 6 usw. Das Ergebnis der Summe 
a b soll in der Tabelle dort stehen, wo Zeile a und Spalte b sich treffen. 
Wir erhalten so: 


Tabelle jür a + 
M O d U 1 7. 



ü 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

0 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

0 

2 

2 

3 

4 

5 

6 

0 

1 

3 

3 

4 

5 

6 

0 

1 

2 

4 


5 

6 

0 

1 

2 

3 

5 

5 

6 

0 

1 

2 

.3 

4 

6 

6 

0 

1 

2 

3 

4 

5 


Wir konnen ans dieser Additionstabelle (AT) auch die Werte für die 
Differenzen b — a entnehrnen. Wir setzen b — a c und betrachten die 
AT als Tabelle für die Sunimen a -j- c ^ b. Durch den ersten Sum- 
manden a ist uns die Zeile gegeben, in der die Summe b stehen nuiB. Die 
Spalte, -in der sie sich bcfindet, gibt uns den gesuchten Summanden c 
Oder die Differenz b — a. Bcispiele: 3 — 5. In Zeile 5 finden wir 3 in der 
Spalte 5, so dal5 3 — 5 5. In der Tat ist 5 + 5 = 3 nach dem Modul 7. 

Oder: 2 — 6. In Zeile 6 steht die 2 in Spalte 3, so dal3 2 — 6 = 3. Oder: 
4 — 5. In Zeile 5 befindet sich die 4 in Spalte G, so daB 4 — 5 = 6. 

Dem Leser sei empfohlen, für weitere Moduln AT aufzustellen und 
sie zur Berechnung von Differenzen zu benutzen. Es ist das eine gute 
Vorübung für die folgenden wichtigeren und nicht so einfachen Multi- 
plikationstabellen. 

2. Multiplikationstabellen. 

In derselben Weise wie AT konnen wir auch für verschiedene Moduln 
Multiplikationstabellen (MT) bilden. Der Unterschied ist nur der, daB 
dort, wo Zeile a und Spalte b sich treffen, jetzt der Wert des Pro- 
duktes ab steht. Dabei sollen zunachst die positiv kleinsten Reste ge- 
nommen werden, also beim Modul m die Zahlen 

(17) 0, 1, 2,.., (m-l). 
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IV. Multiplikationstabellen. 


Zur Herstellung der Tabellen sei folgendes gesagt. In Zeile 0 und 
Spalte 0 stehen nur Nullen, da dort der eine Faktor 0 ist. Die Zeile 1 ent- 
hâlt die Vielfachen von 1, also die Zahlen (17). Diese Zahlen gehen ans 0 
hervor, indem wir fortgesetzt 1 addieren. Die Zeile 2 enthâlt die Vielfachen 
von 2. Wir erhalten sie, indem wir zu 0 wiederholt 2 addieren, wobei 
Vielfache von m gleich fortzulassen sind. Wir gehen also immer gleich um 
zwei Einheiten weiter statt um eine. Denken wir uns also die Zahlen der 
Zeile 1 in einem Kreise angeordnet, so erhalten wir aus ihnen die der 
Zeile 2, indem wir sie, bei 0 beginnend, mit 2 ab- oder auszahlen, wobei 
die ausgezâhlten Zahlen immer wieder mit zu berücksichtigen sind. All- 
gemein enthâlt die Zeile a die Vielfachen von a, die wir erhalten, wenn wir 
zu 0 wiederholt a addieren, natürlich unter Fprtlassung der Vielfachen 
von m. Wir schreiten daher in dieser Zeile immer um a Einheiten weiter, 
so dab wir diese Zeile aus Zeile 1 durch Auszahlen mit a erhalten. Ferner: 
In Zeile .‘I wird zu jeder Zahl 3 addiert, um die folgende zu erhalten; 
in Zeile 6 aber 6 3 + 3 und in Zeile 9 immer 9 = 3 + 3 3. Daher 

bekornmt man die Zeilen G und 9 aus Zeile 3 durch Auszahlen mit 2 und 3. 
Ebenso die Zeile 8 aus 4 durch Auszahlen mit 2 und aus 2 durch Aus- 
zâhlen mit 4. 

Zum SchluB sei noch eine Rechenkontrolle angegeben. Addieren wir 
zur letzten Zahl in Zeile a noch einmal a, so ergibt sich immer 0. Warum? 
Was würden wir überhaupt erhalten, wenn wir die Tabellen nach rechts 
weiter fortsetzen würden, wenn wir also nicht mit dem {m — l)-fachen 
von a aufhoren würden, sondern auch noch das m-, (m + 1)-, {m + 2)- 
fache usw. hinschreiben würden, natürlich immer nach dem Modul m? 

Tabellen. 

Es folgen hier einige MT. Es wird dem Leser dringend empfohlen, 
sich diese Tabellen selbst herzustellen und auch noch weitere, etwa für 
die Moduln 19, 23, 24, 36. 

T abellen jür a • b. 

Modula. M O d U I 6. 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

2 

0 

2 

4 

0 

2 

4 

3 

0 

3 

0 

3 

0 

3 

4 

0 

4 

2 

0 

4 

2 

5 

0 

r> 

4 

3 

2 

1 



0 

1 

2 

3 

4 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

3 

4 

2 

0 

2 

4 

1 

3 

3 

0 

3 

1 

4 

2 

4 

0 

4 

3 

2 

1 




Jung, Einführur." in die Zahlentheorie. 
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M O d U 1 11. 



0 

1 

B 

B 

4 

5 

B 

7 

8 

9 

10 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

2 

3 

4 

*5 

G 

7 

8 

9 

10 

2 

0 

2 

4 

G 

8 

10 

1 

3 

.5 

7 

9 

3 

0 

3 

G 

9 

1 

4 

7 

10 

2 

r> 

8 

4 

0 

4 

8 

1 

5 

9 

2 

G 

10 

3 

7 

5 

0 

5 

10 

4 

9 

3 

8 

2 

7 

1 

(■) 

G 

0 

G 

1 

7 

2 

8 

3 

9 

4 

10 

5 

7 

0 

7 

3 

10 

G 

2 

9 

.5 

1 

8 

4 

8 

0 

8 

T) 

2 

10 

7 

4 

1 

9 

G 

3 

9 

0 

9 

7 

5 

3 

1 

10 

8 

G 

4 

2 

10 

0 

10 

9 

8 

7 

G 

5 

4 

3 

2 

1 


M O d U 1 12. 



der Spalte a überein. Das kornnit daher, 
daB bcioc ... derselben Reihenfolge enthalten. Oder 

aiich: Die Tabellen o. ^trisch zur Diagonale von links oben nach 
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rechts unten, zur sogenannten Hauptdiagonale. Aïs Grund kann man 
auch angeben: Es ist b = b • a. 

2. Wir wollen uns in den Tabellen mal die Nullen in der ersten Zeile 
und Spalte, also die Randnullen, fortdenken. Es ist dann die letzte Zeile 
gleich der ersten in umgekehrter Reihenfolge. Das wird wohl jedem bei 
der Berechnung der Tabellen auffallen. Aber es ist auch die vorletzte 
Zeile gleich der zweiten in umgekehrter Reihenfolge. In derselben Be- 
ziehung stehen die dritte und die drittletzte Zeile usw. Entsprechendes 
gilt von den Spalten. Wir kônnen diese Eigenschaft auch so ausdrücken: 
Nach Fortlassung der Randnullen sind die Tabellen symmetrisch zur 
Diagonale von links unten nach rechts oben, der sogenannten Neben- 
diagonale. Und der Grund hierfür? Wie wir wissen, entsteht z. F3. die 
Zeile 2 aus der Zahl 0 durch wiederholtes Addieren von 2. Fügen wir 
zur letzten Zahl noch einmal 2 hinzu, so bekommen wir 0, und daher er- 
halten wir die Zahlen der Zeile 2 auch aus der Zahl 0 durch fortgesetzte 
Subtraktion von 2, aber in umgekehrter Reihenfolge, von rechts nach 
links. Die Zahlen der Reihe m — 2 gehen aus 0 hervor durch wiederholtes 
Addieren von m — 2 oder von — 2, dam — 2 = — 2 nach dem Modul m, 
also durch fortgesetztes Subtrahieren von 2. Sic entstehen daher aus ü 
genau so wie die Zahlen der Zeile 2, aber in umgekehrter Reihenfolge. 
Oder: In der Zeile a steht in Spalte b dasProdukt ab, und in Zeile m — a 
steht in Spalte m — b das Produkt (m — a) (m — b), und das ist nach dem 
. Modul m gleich - -:i — b — ab. 

5. Division. 

So wie wir eine AT zur Losung von Subtrakt/onsaufgaben verwenden 
konnen, so kônnen wir eine MT auch zur Losung von Divisionsaufgaben 
benutzen. Wir verstehen dabei unter bja die Zahl, d/e mit a multipliziert, 
b ergibt. Setzen wir bja = c, so ist also ac = b. Vo.i dem Produkt ac 
kennen wir den ersten Faktor a, und damit in der MT die Zeile, und das 
Ergebnis b, wahrend der andere Faktor c, also die Spcdte, gesuch 
Haben wir uns daher für einen bestimmten Modul m ent 
wollen wir den Wert von bja bestimmen, so haben wir cnt- 

sprechenden MT in der Zeile a die Zahl b aufzusuchen. Steht sie spalte c, 
so ist b/a c. Der Leser môge sich, ehc er weiter liest, selbbt Beispiele 
bilden und versuchen, sich die dabei auftretenden Merkwürdigkeiten zu 
erklaren. 

Hier seien nur einige Beispiele gegeben. Modul 5: c 2/3. In Zeile 3 
steht 2 in Spalte 4, so daB 2/3 ^ 4. In der Tat ist 4 • 3 = 12 = 2 nach 
dem Modul 5. Modul 11: c 7/5. In Zeile 5 steht 7 in Spalte 8, so daB 
7/5 - 8. Probe: 8 • 5 = 40 = 7. Modul 10: c = 8/6. In Zeile 6 steht 8 

2 * 
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zweimal, nâmlich in Spalte 3 und 8, so daB wir für 8/6 zwei Werte er- 
halten, nâmlich 3 und 8. Es ist tatsâchüch nach dem Modul 10 sowohl 
3 • G wie auch 8 • 6 gleich 8. Für c ~ 0/5 ergeben sich sogar die fünf Werte 
0, 2, 4, G, 8. Oder es sei c ~ 3/2. In Zeile 2 findet sich keine 3, so daB die 
Aufgabe 3/2 nach dem Modul 10 keine Lôsung hat. 

Wir sehen, die Zahl hja ist dann und nur dann vorhandej], wenn in 
Zeile a die Zahl b vorkommt, und wenn das dmal der Fall ist, so gibt es 
d Werte, und zwar ganzzahlige, für bja. Es lâBt sich also jede Zahl durch a 
dividieren, wenn in Zeile a aile Zahlen vorkommen. Da dann jede Zahl 
nur einmal vorkommen kann, so ist in diesem Falle die Division immer 
eindeutig. Wir heben den Fall a 0, also die Division durch 0, besonders 
hervor. In Zeile 0 stehen nur Nullen, so daB b/O nur vorhanden ist, wenn 
auch & = 0. Und 0/0 kann jede Zahl sein. Es ist ja auch für jedes c immer 
c • 0 = 0. Wir sehen im folgenden von diesem Fall ab, setzen also den 
Nenner a immer als von 0 verschieden voraus. 

In den Tabellen zu den Moduln 5, 7, 11 stehen in allen Zeilen, auBer 
in Zeile 0, aile Zahlen. In den anderen Tabellen ist das nicht der Fall. 
Betrachten wir die Zeilen, die nicht aile Zahlen enthalten, genauer, so 
sehen wir, daB in ihnen die vorhandenen Zahlen periodisch wiederkchren 
(wie bei einem periodischen Dezimalbruch), und daB die in einer Période 
enthaltenen Zahlen voneinander verschieden sind. Es ist nicht schwer zu 
sehen, daB das immer so sein muB. D^ J}euT* Modul m in Zeile a, wie in 
jeder Zeile, m Zahlen stehen. müssen mindestens zwèî gleiche vor- 
kommen, wenn sie nicht alF^ vorkommen. Es sei h la die erste Zahl in 
Zeile n, die zum zweitenn^^j vorkommt. Es geht aber jede Zahl in Zeile a 
aus der folgenden durch^ Subtraktion von a hervor. Daher ist sowohl die 
vor dem erstcn wie v^j. zweiten h stehende Zahl gleich h~a. Es 
würde daher die Za^j| eher wiederkehrcn als h. Daraus folgt, daB 

in der Zeile a vor ^ahl stehen darf, daB also das erste 

h—a nicht zur gehôrt. Mit anderen Worten, es muB h die erste 

’ ’ der Zeile, q g^j^^ ^^B 0 die erste Zahl ist, die wiederkehrt. 

kleinste positive Vielfache von a, das 0 ist, so sind die 
I V lien der Zeile, nâmlich 

(18) 0, û, 2a , . . ., (/ — l)fl 

voneinander verschieden und bilden die Période. Denn die nâchste Zahl 
ist la, die gleich 0 ist, und da in Zeile a jede Zahl aus der vorhergehenden 
durch Addition von a entsteht, so folgen auf la == 0 die Zahlen a, 2a, 
3a usw., so daB die Zahlen (18) wiederkehren. Wir nennen die Anzahl l 
der in der Période enthaltenen Zahlen die Periodenlange. 

Aus den Tabellen ersehen wir, daB jede Zeile durch eine voile Zahl 
von Perioden ausgefüllt wird. DaB das immer so sein muB, folgt einfach 
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daraus, daB auf die letzte Zahl jeder Zeile a das m-fache von a, also O, 
folgt, so daB bei weiterer Fortsetzung der Tabellen dort eine neue Période 
beginnt. Ist daher d die Anzahl der Perioden in Zeile a, so ist die Anzahl m 
der Zahlen in der Zeile gleich /d, so daB m durch l teilbar ist. Ferner er- 
gibt sich, daB die Zahlen 

0 • a, / • a, 2/ • a, 3/ • a, . . . 

Lind nur diese 0 sind. Es ist daher ein Vielfaches von a, etwa ha, dann 
und nur dann 0, wenn h durch l teilbar ist. 

In der Tabelle des Moduls 10 haben die Zahlen der Zeile a für a = 2, 
4, 6, 8 den g. g. T, 2, und 2 ist die Anzahl der Perioden und auBerdem 
Teiler von fl. Für a ~ 5 haben die Zahlen den g. g. T. 5, welche Zahl 
wieder gleich der Zahl d der Perioden ist und auch Teiler von a. In der 
Tabelle des Moduls 12 haben die Zahlen der Zeile a für a -= 3 und 1) den 
g. g. T. 3, und 3 ist auch die Anzahl d uCf Perioden in diesen Zeilen und 
Teiler von a. Wir kommen so zu den beiden Vermdtwngen, daB die Anzahl 
d der Perioden in Zeile a nicht nur Teiler von m, sonderd ^^ch von a ist, 
und daB die Zahlen der Zeile a Vielfache von d sind. 

Wir betrachten zunâchst die erste Vermutung. Wie wir w ‘st 
la durch m teilbar. Daher ist la/m = la/ld = a/d eine ganze Zahl, so 
fl tatsâchlich Vielfaches von d ist. Es sei etwa a gd, so daB 
(10) m ^ Id, fl gd. 

Uingekehrt sei d' ein g. T. von m und a und es sei m ^ i d\ a g'd\ 
Dann ist nach dem Modul m 

la l d' g' mg' 0. 

Das gilt für jeden g. T. d' von a und m. Soll /' rnoglichst klein, also 
gleich l sein, so niüssen wir d' rnoglichst groB wahlen. Es ist daher d der 
g. g. T. von fl und m. Und wir haben: 

Die Lange l der Période in Zeile a ist gleich m/d, wo d der g. g. T. 
(fl, m) von fl und m ist. 

Die Lange der Période in der Zeile a hângt also nicht von a selbst, 
sondern nur von d ab. 

Ist d i, so ist l = m, und die Période besteht aus allen m Zahlen. 
Sonst aber besteht die Période nur aus / < m Zahlen, und in der Zeile a 
kommt jede dieser Zahlen dmal vor. Unter diesen ist immer die 0, die 
ja die erste Zahl in jeder Zeile ist, und wir wollen zunâchst sehen, was 
daraus folgt. Ist d 1, ist also a teilerfremd zu m, so ist nur 0 • û = 0, 
und 0/fl hat nur den einen Wert 0. Ist im besonderen m eine Primzahl p, 
so ist entweder a durch p teilbar, also 0 nach dem Modul p oder teiler- 
fremd zu p. Daraus folgt: Ist nach p das Produkt ab gleich 0, so ist ent- 
weder fl = 0 oder b ~ 0, da ja, wenn a 0, nur fl • 0 0 ist. Sind daher 
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umgekehrt a und b beide nicht 0, so ist auch ab nicht 0. Ist c eine dritte 
von 0 verschiedene Zabi, so ist auch {ab)-c =-- abc nicht 0. So folgt: 

Ist P eine Primzahl^ so ist nach dem Modul p ein Produkt dann und 
nur dann 0, wenn mindestens ein Faktor 0 ist. 

Das ist also genau so wie beim gewôhnlichen Rechnen. Es sei jetzt 
d> i. Dann sind in der Zeile a genau d Zahlen 0, namlich 

(20) 0-û, / -a, (d — 

und es hat 0/a die d Werte 0, /, 2/, . . (d~1)/. Es kann daher ein 
Produkt 0 sein, ohne da6 ein Faktor 0 ist. So ist 4 • 5 nach 10 gleich 0. 
Oder nach 12 ist 4 • 3 =- 0, 2 • 3 • 10 == 0. Zwei Zahlen, die nicht 0 sind, 
deren Produkt aber 0 ist, heiBen Nullteiler. Wir konnen a^so sagen: 

Ist der Modul m eine zusanimengesetzté Zabi, so gibt es Nullteiler. 

Die gefundenen Satze kônnen wj^ auch in folgender Form aus- 
sprechen: 

Ist (a, m) ^ d, ^ id und ga diirch m teilbar, so ist g Vielfaches 
von l. Jm besoyideren: Ist a teilerfremd za m und ist g a durcit m teilbar, 
so ist g dii^ch m teilbar. 

Produkt ist dur ch eine Primzahl p dann und nur dann teilbar, 
^^^jtin mindestens ein Faktor durcit p teilbar ist. 

Wir fügen noch hinzu: Sind aile Faktoren eines Produktes zu m teiler- 
fremd, so ist es auch das Produkt. 

Es sei namlich etwa das Produkt • 'a,i ^ g nicht teilerfremd 
zu m, obwohl aile seine Faktoren es sind. Es sei p eine im g. g. T. von g 
und m enthaltcne Primzahl. Dann ist g durch p teilbar und also auch 
mindestens einer der Faktoren a,-. Dieser ware gegen die Voraussetzung 
nicht teilerfremd zu m. Wenn wir daher irgendwelche der Zahlen, die 
zu m teilerfremd sind, miteinander multiplizieren, so erhalten wir immer 
wieder eine dieser Zahlen. 

Wir kehren zu unserer eigentlichen Aufgabe, der Division, zurück. 
Wie wir gesehen haben, ist eine Zabi b nach dem Modul m dann und nur 
dann teilbar durch a, wenn sie in der Zeile a der zugehôrigen MT vor- 
kommt, wenn sie also eine der / Zahlen (18) ist. In der Tabelle stehen 
aber nicht diese Zahlen selbst, sondern ihre Reste nach dem Modul m, 
und es ergibt sich die Frage, welche Zahlen das sind. Wir haben oben ver- 
mutet, dais es Vielfache der Anzahl d der in Zeile a enthaltenen Perioden 
sind. Das bestiitigt sich. Demi zunâchst sind die Zahlen (18) durch d teil- 
bar, da sie Vielfache von a sind. Die in der Tabelle stehenden Zahlen 
unterscheiden sich aber von diesen nur durch Vielfache von m, und da 
auch m durch d teilbar ist, so sind es auch die in der Tabelle stehenden 
Zahlen. Die l in Zeile a stehenden Zahlen sind also unter den Zahlen 

(21) 0, d, 2d, ..., (/ — l)d 
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enthalten. Demi dies sind die einzigen Vielfachen von d, die nicht negativ 
sind und kleiner als m. Da aber die Anzahl der Zahlen (21) gerade l ist, 
so niüssen sic aile vorkommen. Nach dem Modul m sind daher die Zahlen 
(18) mit den Zahlen (21), abgeschen von der Reihenfolge, identisch. Einc 
Zahl b findct sich also in Zeüe a dann und nur dann, wenn sie durch d 
teilbar ist, und da sich die Zahlen der Zeile a dnial periodisch wieder- 
holen, so kommt sie dann dmal vor, und zwar immer im Abstand L Daher 
haben wir: 

Nac/i dem Modul m ist eine Zahl b dann und nur dann durch cine Zahl a 
teilbar, wenn sie durch den g. g. T, d = - (a, m) von a und m teilbar ist, 
und es hat dann b/ a ^enaii d Werte. Ist der kleinsîe von diesen c, so ist 

(22) b/a c, c 1 /, c -|- '11, . . Oder c -{ (d — 1)/. 

Das gilt auch für d 1 und d - m. 

Ans (21) ersehen wir, da6 nicht nur, wie wir schon früher gefunden 
haben, die Lange / der Période, sondern auch die in der Période ent- 
haltenen Zahlen nicht von a sclbst, sondern nur von d abhangen. In 
einer bestinimten Tabelle bestehen daher aile Perioden derselben Lange 
ans densclben Zahlen. So enthalten für den Modul 12 die Perioden der 
Lange / für / ^ 6 die geraden Zahlen, für / - 4 die Zahlen 0, ;j, 6, h und 
für / = 3 die Zahlen 0, 4, 8. Auberdem sieht man, daf5 die Perioden der 
Lange /', wenn /' ein Teiler von / ist, nur Zahlen enthalten, die auch in 
dcri Perioden der Lange / vorkommen. Ist dir das aufgefallen, lieber 
Leser? Ist namlich l - l'ii und ni Id l'd', so ist d' -- dh, also ein 
Vielfaches von d, so dab die Vielfachen von d' miter denen von d ent- 
lialteii sind. Dies ailes folgt auch daraus, dab wir die Zeilen unscrer 
l'abellcn durch Auszahlen mit einer passend gewahltcn Zahl aus Zeile 1 
Oder, miter Umstanden, auch aus einer anderen Zeile erhalten, wie das 
oben ^rjautert ist. 

b. Diophantische Gleichungen. 

Es sei die Gleichung 

(23) 17x+12yr.„5 

mit den Unbekannten x, y ganzzalili^ zu losen. Wir haben hier für die 
beiden Unbekannten nur eine Gleichung, aber die Bedingung, dab die 
LÔsungen ^anze Zahlen sein sollen. Derartige Gleichungen heiben nach 
dem griechischen Matheniatiker Diophantes diophantische Gleichungen. 
Wir beschranken uns hier auf den allereinfachsten Fall solcher Gleichungen. 
Rechnen wir nach dem Modul 12, so folgt aus (23) 

17 X -= 5x = f), X 1. 

Das bedeutet, dab x sich von 1 nur durch ein Vielfaches von 12 unter- 
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scheiden darf. Es ist daher x == 1 + wo u irgendeine ganze Zabi 
ist. Setzen wir diesen Wert von x in (23) ein, so erhalten wir 
17 -f 17*12« + 12y -- 5,oderl2y = — 12 — 17wl2, 
so daB sich die Lôsung von (23) in der Form 

x = l +12 «, y ~ — 1 — 17 U 

ergibt, wo u ci ne beliebige ganze Zabi ist. Für « = O erbalten wir z. B. 
X 1, y == — 1 ; für a = 13 wird x = 157, y == — 222, was aiso aucb 
eine Lôsung von (23) ist. 

Fine zweite Aufgabe sei 

(24) 139 X + lly 15. 

Nacb dem Modul 11 ist 

139x -= 7x = 15 -= 4. 

Aus der MT für den Modul 11 erseben wir, daB x ^ 4/7 — 10. Daber 
kônnen wir x 10 + 11 u setzen, wo u eine ganze Zabi ist. Aus (24) 
folgt dann 

1390 — 15 - 1375 = 11 -125 ==—11 y — 11 -139^, 

so daB 

X ™ 10 + 11 y == — 125 — 139a 
die Lôsung von (24) ist. 

Ein weiteres Beispiel sei 

(25) 21Gx — 68y - 192. 

Zunacbst dividieren wir die Gleicbung mit 4 und erbalten einfacber 

(26) 5^1 X — 17 y = 48. 

Nacb dem Modul 17 folgt 54 x -= 3x - 48 = — 3, also x = — 1. Wir 
kônnen daher x in der Form — 1 + 17 a annehmen. Dann folgt aus (26) 
— 54 — 48 — 102 — 6 • 17 - 1 7 y — 17 • 54 w. 

Aïs Lôsung von (25) finden wir daher 

X = — 1 + Mu, y = — 6 + 54 ii, 

Z. B. ergibt sich für ii = 1 die Lôsung x 16, y == 48. 

Die Aufgabe 

411x + 72y = 13 

bat keine ganzzahlige Lôsung. Warum nicht? 

7. Einige Bemerkungen zu den Divisionsaufgaben 
nacb einem Modul. 

Es sei X = bla nacb dem Modul m zu bestimmen. Wie wir gesehen 
haben, ist diese Aufgabe nur zu lôsen, wenn b durch den g. g. T. d von a 
und m tejlbar ist, und dann nacb dem Modul m auf d Arten. Ist c ein Wert 
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von bjüy so sind die andern durch (22) gegeben, und es genügt, eine Losung 
zu finden. Aber wie? Am einfachsten aus der MT für den Modul m. Die 
wird man jedoch nicht immer haben, und sie für vielleicht nur eine Auf- 
gabe anzufertigen, lohnt nicht. 

Es sei b — b^d. Wie wir in Nummer 3 des ersten Abschnittes gesehen 
haben, lâBt sich jede Zabi des Ringes {a, m}, also im besonderen auch d, 
das die kleinste positive Zabi des Ringes ist, in der Form darstellen: 

d ^ au ^ mv, 

wo U und V ganze Zahlen sind. Diese Darstellung findet man, indem man 
die Herleitung der kleinsten Zabi des Ringes rechnerisch genau verfoigt. 
Wir gehen darauf nicht ein, wie man am schnellsten zum Ziele kommt. 
Multiplizieren wir die Darstellung von d mit bQ, so erhalten wir nach dem 
Modul m 

b = b^d — a • bçjUy x bja b^a. 

8. Division einer Gleichung nach einem Modul 
durch eine Zahl. 

Beim gewôhnlichen Rechnen erhalten wir aus der Gleichung 

ja - fb 

für / =}= 0 wieder eine richtige Gleichung, wenn wir links und redits mit 
/ dividieren. Für / = 0 gilt das nicht. Z. B. geht die richtige Gleichung 
4 • 0 — 5 • 0 durch Division mit 0 in die falsche Gleichung 4 “ 5 über. 
Wie liegen die Verhaltnisse beim Rechnen nach einem Modul m? Aus der 
gegebenen Gleichung folgt, daB f{a — b) durch m teilbar ist. Ist (/, m)-=d 
und m ^ dm', so ergibt sich nach Nummer 5 nur, daB a — b durch m' 
teilbar sein muB. Also: 

Ist (f,m) =-- d, m dm', so folgt aus fa = fb nach dem Modul m, 
dap a = b nach dem Modul m', 

Nur für d ^ i ist m = m'. Oder: 

Rechnen wir nach dem Modul m, so dur f en wir eine Gleichung ohne 
weiteres durch eine zu m teilerfremde Zahl dividieren. 

Ist m eine Primzahl, so ist jede von 0 verschiedene Zahl zu m teiler- 
fremd, so daB wir für diesen Fall haben: 

Rechnen wir nach einer Primzahl p als Modul, so dürfen wir jede 
Gleichung durch jede von 0 verschiedene Zahl dividieren. 

Das ist genau so wie beim gewôhnlichen Rechnen. 

Ist d ~ m, also / durch m teilbar und daher gleich 0 nach dem Modul m, 
so ist fa = fb für beliebige Zahlen a und b. Es ergibt sich gar keine Be- 
dingung für a und b. 



2G V. Die Funktion 9(/7). 

V. Die Funktion <p(«). 

!. Die Définition. 

In der MT für den Modul m kommen Perioden dcr Lange / vor, wcnn / 
irgendein Teiler von m ist. Ist m =---■ Id, so ist in einer Zeile a die Perioden- 
lange gleich /, wenn a mit m den g. g. T. d hat. Die Anzahl dieser Zeilen 
ist daher gleich dcr Anzahl derjenigcn der m Zahlen von O bis m — 1, 
die mit m den g. g. T. d haben. Ist a ~ gd eine solche Zahl, so muB g 
7A\ l teilerfremd sein, und damit a -- gd eine der Zahlen von 0 bis m — 1 
ist, muB wegen m -- Id die Zahl g eine der Zahlen von O bis / — 1 sein. 
Die Anzahl der Zeilen mit der Periodcnlange / ist daher auch gleich der 
Anzahl derjenigen tinter den Zahlen von 0 bis / — 1, die teilerfremd zu / 
sind. Ehe wir hierans eine weiterc Folgerung ziehen, betrachten wir all- 
gemein die Anzahl derjenigen Zahlen, die O oder positiv und kleiner als 
eine positive Zahl n sind, und die teilerfremd zii n sind. Diese Zahl be- 
zeichnet man nach Fuler mit 9 (/O- Fü** n ~ 1 bestelien die Zahlen von 
O bis n — 1 nur ans dcr Zahl O, und diese hat mit l den g. g. T. 1, so daB 
9 (1) 1 . Ist n > 1, so gehort 0 nicht zu den zu n tcilerfremden Zahlen. 

Fs ist daher für n > 1 9 (/ 7 ) die Anzahl der positiven Zahlen kleiner als //, 
die zu n teilerfremd sind. Für kleine n kann man ohne groBe Mühe die 
Zahl 9 (//) cinfach dadurch bestimmen, daB man die Zahlen von 1 bis 
n — 1 hinschrcibt und nachsieht, wie vielc zu n teilerfremd sind. So erhalt 
man folgcnde Tabelle: 


n 

D 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

i 

9(;i) 

n 

D 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

B 

fl 

B 

fl 

B 

B 

B 

B 


Fhe wir darauf eingehen, wie 9(/0 allgemein von n abhangt, wollen wir 
die Définition dieser Funktion etwas vcrallgcmeinern. Wir gehen davon 
ans, daB eine zu n teilerfremde Zahl a zu n teilerfremd bleibt, wenn man 
zu ihr ein Vielfaches von n hinzufügt. Es gilt sogar allgemeiner der Satz; 

Mat a mit n den g. g. T. d, so gilt dasselbe für jede Zahl a', die ans a 
durch Hinzufügen eines Vielfachen von n entsteht. Oder kürzer; 

Aile Zahlen, die nach dem Modal n einander gleich sind, haben den- 
sclben g. g. T. mit n. 

Das folgt einfach daraus, daB jeder g. T. von a und n auch g. T. von 
a' ^ a A hn und n ist, und daB umgekehrt jeder g. T. von a' und n auch 
g. T. von a a' — fin und n ist. Wir konnen daher auch definieren: 

Rechnen wir nach dem Modal n, so bedeutet (^(n) die Anzahl der- 
jenigen anter den dann nur vorhamlenen n Zahlen, die teilerfremd zu n 
sind. Welcfies vollstandige Restsystcm wir dabci benatzen, ist gleichgültig. 






2. Bestimmung von (p(n), wenn n die Potenz einer Primzahl ist. 27 

2. Bestimmung von 9 (n), 
wenn n die Potenz einer Primzahl ist. 

Ist zunâchst n eine Primzahl p, so sind die Zahlen von 1 bis p — 1 
aile zu P teilerfremd, so daB 

(27) 

Es sei jetzt n ^ p^, wo p eine Primzahl ist. Anstatt die Anzahl derjenigen 
unter den Zahlen von 1 bis n — 1 zu bestimmen, die zu n teilerfremd sind, 
berechnen wir umgekehrt die Anzahl derjenigen, die nicht zu n teilerfremd 
sind. Da n nur die Primzahl p cnthalt, so hat eine Zahl dann und nur dann 
mit n cinen Teiler gemeinsam, wenn sie ein Vielfaches von p ist, wenn sic 
also die Form a pg hat. Soll a positiv und kleiner als n sein, so ist dazu 
notwendig und hinreichend, daB g positiv und kleiner als njp p^~^ 
ist, so daB g jede der Zahlen 1 , 2, . . ., p^~^ — 1 sein kann. Daher ist 
die Anzahl derjenigen der Zahlen von 1 bis n — 1, die nicht zu n teiler- 
fremd sind, gleich p^ — ^ — 1, und es ist die Anzahl der anderen 

n — 1 — (nip — i) = n — n/p n 

so daB 

(:2S) <})(/?•')--?(«) - 

2). Fi n Satz ü ber 

Es sei // al), wo a und b echtc Teiler von n sein sollen. Eine Zahl 
hat mit n keinen gemeinsamen Teiler dann und nur dann, wenn sie so- 

wohl zu a wie zu b teilerfremd ist. Es ist aber eine der n Zahlen 

(20) O, 1, 2,..., (u-1) 

teilerfremd zu a, wenn der Rest, den sie bei der Teilung durch a laBt, 
zu a teilerfremd ist. Nach diesem Rest konnen wir die Zahlen (21)) sehr 
schnell ordnen, indem wir sie der Reihe nach von links nach rechts in 
b Zeilen zu je a Zahlen schreiben. Für a = 6, 6 == 5, n ^ ab crhaltcn 
wir so 

Tabelle 1. 


0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

1 ) 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

11 ) 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 
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V. Die Funktion 9 {n). 


In dieser Tabelle entsteht jede Zabi aus der über ihr stehenden durch 
Addition von 6, da nian jedesmal uiti 6 weiterzâhit, bis man von einer 
Zabi zu der darunter stehenden kommt. Daher sind die Zahlen jeder 
Spalte nach dem Modul a = 6 einander gleich. Wir bezeichnen die Spalten 
nach der in der ersten Zeile stehenden Zabi, also nach dem Rest, den 
die in der Spalte stehenden Zahlen bei der Teilung durch û = 6 lassen. 
Ebenso kônncn wir die Zahlen (29) nach den Resten ordnen, die sie bei 
der Teilung durch b lassen. Wir wollen es aber diesmal so einrichten, dal5 
die Zahlen jeder Zeile nach dem Modui b einander gleich werden. Dazu 
schreiben wir sie der Reihe nach von oben nach unten in a Spalten zu 
je b Zahlen. Für unser Beispiel erhalten wir so 




Tabelle 2. 



0 

5 

10 

15 

20 

25 

1 

6 

11 

16 

21 

26 

2 

7 

12 

17 

22 

27 

3 

8 

13 

18 

23 

28 

4 

9 

14 

19 

24 

29 


Wir bezeichnen in dieser Tabelle jede Zeile nach ihrer ersten Zabi, also 
nach dem Rest, den ihre Zahlen bei der Teilung durch 6 5 lassen. 

Es liegt nahe, zu versuchen, die Zahlen (29) in einer Tabelle anzu- 
ordnen, die die beiden wesentlichen Eigenschaften von Tabelle 1 und 2 
vereinigt. In dieser Tabelle von wieder a Spalten und b Zeilen müssen 
die Zahlen jeder Zeile nach dem Modul b und die jeder Spalte nach dem 
Modul a einander gleich sein. Es dürfen sich daher die Zahlen einer Spalte 
(Zeile) nur um Vielfache von a (b) unterscheiden, was z. B. der Fall ist, 
wenn wie in Tabelle 1 (2) die Zahlen jeder Spalte (Zeile) aus der ersten 
durch wiederholte Addition von a {b) hervorgehen. Eine derartige Tabelle 
von a b Zahlen konnen wir uns leicht herstellen, indem wir von 0 aus- 
gehen, nach rechts immer b, nach unten immer a addieren und so ein Recht- 
eck von a Spalten und b Zeilen ausfüllen. Aber die Frage ist, ob wir so 
die Zahlen (29) erhalten. Da es auf Vielfache von n bei unserer Frage 
nach den zu n teilerfremden Zahlen nicht ankommt, so konnen wir durch 
Subtraktion von n oder Vielfachen von n erreichen, daB die ab Zahlen 
unserer Tabelle aile unter den Zahlen (29) enthalten sind. Es fragt sich 
nun noch, ob in der Tabelle auch aile Zahlen (29) stehen, ob also die 
Zahlen der Tabelle aile voneinander verschieden sind. Wir nehmen zu- 
nüchst zwei Beispiele. Es sei erstens wie oben a = G, b n ab = 30. 
Wir erhalten auf die angegebene Art, wenn wir gleich nach dem Modul 30 
reduzieren, die 
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Tabelle 3. 

0 5 10 15 20 25 

6 11 16 21 26 1 

12 17 22 27 2 7 

18 23 28 3 8 13 

24 29 4 9 14 19 

Zweitens sei û = 9, ô = 6, « = = 54. Wir erhalten (nach 54) 

Tabelle 4. 


0 

6 

12 

18 

24 

30 

36 

42 

48 

9 

15 

21 

27 

33 

39 

45 

51 
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18 

24 

30 

36 

42 

48 

0 

6 

12 

27 

33 

39 

45 

51 

3 

9 

15 

21 

36 

42 

48 

0 

6 

12 

18 

24 

30 

45 

51 

3 

9 

15 

21 

27 

33 

39 


Wir sehen; In Tabelle 3 stehen die n = 30 Zahlen von 0 bis 29, wâhrend 
in Tabelle 4 nicht aile n == 54 Zahlen von 0 bis 53 vorhanden sind, sondern 
nur durch 3 teilbare Zahlen. Das letzte ist klar. Denn die Zahlen 6 und 9, 
ans denen die Zahlen von Tabelle 4 durch wiederholtes Addieren gewonnen 
werden, haben den g. T. 3. Wir müssen daher auf jeden Fall voraussetzen, 
daB a und b teilerfremd sind. Aber das genügt auch, wie wir jetzt zeigen 
wollen. Die erste Zeile unserer Tabelle ist 

0, by 2b, db , . . ., {a — l)b. 

Diese Zahlen sind, wie wir von den MT her wissen, wegen (a, b) =-. i^ 
nach dem Modul a verschieden und stimmen, abgesehen von der Reihen- 
folge, mit den Zahlen von 0 bis a — 1 überein. Die weiteren Zeilen der 
Tabelle entstehen dadurch, daB jede Zahl aus der darüber stehenden her- 
vorgeht durch Addition von a. Die in einer Spalte stehenden Zahlen 
lassen daher bei der Teilung durch a aile denselben Rest, wâhrend Zahlen 
verschiedener Spalten auch einen verschiedenen Rest haben. Wir konnen 
und wollen die Spalten durch den positiv kleinsten Rest bezeichnen, den 
ihre Zahlen bei der Teilung durch a lassen. Was von den Spalten gilt, 
gilt aber auch von den Zeilen. Die erste Spalte enthâlt die Zahlen 

0, a, 2a, 3a , . . ., {b — i)a, 

und diese sind nach dem Modul b in ihrer Gesamtheit gleich den Zahlen 
von 0 bis b — 1. Und die Zahlen jeder Zeile sind nach dem Modul b 
einander gleich. Wir bezeichnen auch die Zeilen nach dem positiv kleinsten 
Rest, den ihre Zahlen bei der Teilung durch b lassen. Steht daher eine 
Zahl in Spalte a und in Zeile p, so lâBt sie bei der Teilung durch a den 
Rest a und bei der Teilung durch b den Rest p. Und umgekehrt, wenn eine 
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V. Die Funktion 9(77). 


der Zahlen von 0 bis n — 1 bei der Teilting durch a und b die Reste a 
und P lâBt, so findet man sie in der Tabelle da, wo Spalte a und Zeile p 
sich treffen. Daraus aber folgt, da 6 die n ab Zahlen der Tabelle von- 
einander verschieden sind, da keine zwei sowohl bei der Teilung durch a 
wie bei der durch b denselben Rest lassen kônnen. Es sind daher in der 
Tabelle aile Zahlen von 1 bis n — 1 und jede einmal enthalten. Da es 
unter den Zahlen von 0 bis a — 1 9 (a) zu a teilerfremde und miter den 
Zahlen von 0 bis b — 1 9(6) zu b teilerfremde gibt, so sind in der 
Tabelle 9(77) Spalten mit zu a und 9(6) Zeilen mit zu b teilerfremden 
Zahlen vorhanden. Eine Zahl, die zti ri, also zu a und zu b teilerfremd ist, 
muB aber gleichzeitig in diesen 9 ( 77 ) Spalten und (ç>(b) Zeilen stehen. Ihre 
Anzahl ist daher gleich 9 (a) - 9 ( 0 ), so daB wir haben: 

Ist n ^ ab, und sind a und b teilerfremd, so ist 
(30) (f(n) = <f{ab) = (ç>(a)-<f(b). 

Wir schreiben die Tabelle noch einmal hin, wobei wir über jede 
Spalte den Rest schreiben, den die Zahlen der Spalte bei der Division 
durch a = (j lassen, und ebenso schreiben wir vor jede Zeile ihren Namen. 
Wir erhalten so 

Tabelle 5. 



0 

5 

4 

3 

«) 

1 

0 

0 

5 

10 

15 

20 

25 

1 

G 

11 

16 

21 

26 

1 

2 

12 

17 

22 

27 

2 

7 

3 

18 

23 

28 

3 

8 

13 

4 

24 

29 

4 

9 

14 

19 


Die Tabellen 1, 2, 5 stehen in der Bezichung zueinander, daB die Zahlen, 
die in Tabelle 5 in Spalte oc und in Zeile p sich finden, in Tabelle 1 in 
Spalte a und in Tabelle 2 in Zeile p stehen. Wir geben noch die den 
Tabellen 1, 2, 5 entsprechenden Tabellen fur a = 10 , = 9, n ^ ab ^ 90 

an. 


0 

1 

2 

3 

Tabelle 6. 

4 5 
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8 

9 
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11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 
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20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

81 

82 

83 

84 

85 

86 

87 

88 

89 
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Tabelle 7, 


0 

9 

18 

27 

30 

45 

54 

03 

72 

81 

1 

10 

19 

28 

37 

40 

55 

04 

73 

82 

2 

11 

20 

29 

38 

47 

56 

65 

74 

83 
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12 

21 

30 

39 

48 

57 

00 

75 

84 

4 

13 

22 

31 

40 

49 

58 

07 

70 

85 

5 

14 

23 

32 

41 

50 

59 

08 

77 

80 

G 

15 

24 

33 

42 

51 

00 

09 

78 

87 

7 

10 

25 

34 

43 

52 

01 

70 

79 

88 

8 

17 

26 

35 

44 

53 

02 

71 

80 

89 


Tabelle S. 



0 

9 

8 

7 

0 

5 

4 
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0 

0 
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30 

45 

54 

03 

72 
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19 

28 

37 

40 
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73 
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2 
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50 
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3 

30 

39 

48 
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00 

75 
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3 
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21 

4 

40 

49 
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67 

70 

85 

4 

13 

22 

31 

5 

50 

59 

08 

77 

80 

5 

14 

23 

32 

41 

6 

60 

09 

78 

87 

0 

15 

24 

33 

42 

51 

7 

70 

79 

88 

7 

10 

25 

34 

43 

52 

01 

8 

80 

89 

8 

17 

20 

35 

44 

53 

02 

71 


In Tabelle 8 stehen in den cp(lO) 4 Spalten 1, 3, 7, 9 die zu 10 und in 
den 9(9) = 6 Zeilen 1, 2, 4, 3, 7, 8 die zu 9 teilcrfremden Zahlen. Die 
9(10) -9(9) 24 Zahlen, die in beiden stehen, sind zu 10 • 9 90 teiler- 

frernd, so dab 9(90) 9(10) • 9(9) 24 wird. 

Der über 9(n) gefundene Satz lafit sich noch etwas verallgemeinern. 
Ist n -= abc, wo a, b, c zu je zweien teilcrfremd sind, so ist a b teilerfrcnid 
zu c und daher 

<çi(ab-c) =--= <f{ab) (p(c) ip(a) 9(6) >p(c). 

So finden wir: 

Ist n - • ’ürj und sind die Faktoren ai zu je zweien teilerjremd, 

so ist 

(31) 9(«) =- (p(ai) <p(û2)---<p(a,). 


4. Eine Formel für (p(n) bei beliebigem n. 
Es sei, in Primzahlen zerlegt, 


n = P ^ P ' 

1 ^2 


a,. 

P,- 
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V. Die Funktion (f(n). 


Dann sind die Zahlen pV zu je zweien teilerfremd, und durch Anwendung 
von (31) erhalten wir in Verbindung mit (28) 


Oder 

(32) 


<f{n) <p(p“') <p(p°‘') • • ■ 'ï>(p“'’) 



Beispiele: 

12 4 

n -- 300 = 22 • 3 • 52 , 9(300) - 22 - 3 - 52 ^ 2« • 5 - 80, 

2 3 5 


6 10 12 

n =r: 1001 = 7-11 -13,9(1001) = 7-11-13 720, 

7 11 13 


1 


n = 3072 = 2^0-3, 9(3072) - 2^0 -3 - - = 2^^ = 


1024. 


T). Eine Anwendung der Tabellen in Nr. 3. 

Nehnien wir an, wir haben 30 Spielkarten, die wir uns in der Reihen- 
folge, in der sie gerade liegen, mit den Zahlen von 0 bis 29 bezeichnet 
denken. Wir bitten einen der Anwesenden, sich eine der Karten zu merken, 
und legen die Karten der Reihe nach in 5 Zeilen zu je 6, und zwar einmal 
von links nach rechts und einmal von oben nach unten, so daB wir die 
Tabellen 1 und 2 in Nummer 3 erhalten würden, wenn wir die Karten 
durch ihre Zahlen ersetzen. Wir fragen das erste Mal, in welcher Spalte, 
und das zweite Mal, in welcher Zeile die gemerkte Karte liegt. Ist das 
Z. B. Spalte 5 und Zeile 2, so hat die Karte die Nummer, die in Tabelle 5 
in Spalte 5 und Zeile 2 steht, also 17. Die gemerkte Karte ist daher die 17. 
Aber man muB mit 0 beginnen zu zahlen. 

Rein rechnerisch lautet diese Aufgabe so: Von einer der Zahlen von 
0 bis 29 weiB man, welchen Rest sie bei der Teilung durch 6 und welchen 
sie bei der durch 5 lâBt. Welche Zahl ist es? Die Reste seien z. B. 4 und 3. 
Die gesuchte Zahl muB in Tabelle 5 nach der von uns gewahlten Be- 
zeichnung der Spalten und Zeilen in Spalte 4 und Zeile 3 stehen. Es ist 
daher 28. In entsprechender Weise kônnen wir Tabelle 8 verwenden. Eine 
Zahl lasse bei der Teilung durch 10 und 9 die Reste 5 und 6. Eine solche 
Zahl finden wir in Tabelle 8 in Spalte 5 und Zeile 6. Es ist 15. 
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6. Eine Aufgabe. 

6. Eine Aufgabe. 

Die Betrachtungen der vorigen Nummer führen zu folgender Auf- 
gabe. Es seien a und b zwei teilerfremde Zahlen. Es sollen aile Zahlen 
bestimmt werden, die durch a geteilt den Rest a und durch b geteilt 
den Rest p lassen, wo a und p zwei gegebene Zahlen sind. 

(0 ^ a < û, 0 ^ P < ^?). 

Dieser Aufgabe künnen wir auch die Fassung geben: Es sollen aile 
Zahlen bestimmt werden, die nach dem Modul a gleich a und nach dem 
Modul b gleich p sind. 

Beispiel 1: Es sei a = 10, = 9, a = 4, p = 2. Eine der gesuchten 

Zahlen finden wir in Tabelle 8 in Nr. 3. Sie muB dort gleichzeitig in 
Spalte 4 und Zeile 2 stehen. Sie ist daher 74. Eine andere Losung sei x. 
Da X bei der Teilung durch 10 und 9 dieselben Reste lassen muB wie 74, 
so ist X — 74 sowohl durch 10 wie durch 9, also durch ihr k. g. V. 90 
teilbar. Ist aber umgekehrt x — 74 durch 90 teilbar, so laSt x bei der 
Teilung durch 10 und 9 dieselben Reste wie 74. Daher ist x — 74 = 90g, 
wo g irgendeine Zahl ist, und die allgemeine Losung unserer Aufgabe ist 
durch 74 + 90g gegeben. Für g = — 1 erhalten wir z. B. die Losung — IG. 

Beispiel 2: a 5, 13, a 4, p 2. Eine Tabelle steht uns hier 

nicht zur Verfügung. Die Zahlen einer solchen Tabelle würden hier aile 
aus 5 und 13 additiv zusammengesetzt sein, also die Form haben 
+ 13y mit ganzzahligem u und v. Es liegt nahe, die gesuchte Zahl 

(33) x=-r>uH-13i? 

zu setzen und dann u und v passend zu bestimmen. Nach dem Modul 5 
folgt aus (33) und aus der Aufgabe 

13y = — 2v “ 4, y ~ — 2 3. 

Nach dem Modul 13 ergibt sich entsprechend 
5u 2 = 1.5, w 3, 

so daB 

X - 5-3 + 13-3 = 54 

eine Losung unserer Aufgabe ist. Jede andere unterscheidet sich von 
dieser durch ein Vielfaches von 5 • 13 = 65, da für jede Losung x die 
Differenz x — 54 durch 5 und durch 13 teilbar sein muB. Umgekehrt 
laBt jede Zahl, die sich von 54 um ein Vielfaches von 65 unterscheidet, 
bei der Teilung durch 5 und 13 dieselben Reste wie 54. 

Beispiel 3: a ^ 14, ü = 27, a 11, p == 8. Wir setzen x = 14u-i- 21 v. 
Nach 14 wird 

21 V — ü = 11, ü ^ — 11 = 3, 

und nach 27 ist 

Jung, Einführung in die Zahlentheorie. 


3 



34 V. Die Funktion (p(n). 

14 « - 8, lu = 4, — 20ü == 4, 5n = — 1 — 1 + 81 80, U ^ 16. 

Eine Losung ist daher 14 • 16 + 27 • 3 ^ 305. Die allgemeine Losung ist 
X 305 + 14 • 27g -- 305 + 378g, wo g irgendeine Zahl ist. 

Wir konnen diese Aufgaben in folgender Weise verallgcmeinern. Es 
sollen die Zahlen bestinimt werden, die nach den gegebenen Moduln 
a, b, c die gegebenen Werte a, fi, y haben. Wir beschranken uns auf den 
Fall, wo die Zahlen a, b, c zu je zweien teilerfremd sind, wo also ihr k. g. V. 
gleich abc ist. 

Nehmen wir an, wir hâtten irgendeine Losung x^ unserer Aufgabe 
gefunden! Irgendeine andere Losung sei x. Da dann x„ und x bei der 
Teilung durch a, b, c dieselben Reste lassen, so ist x — x„ durch a, b, c 
teilbar, also durch ihr k. g. V. abc. Hat unigekehrt x — Xq diese Eigen- 
schaft, so sind x und x^^ einander gleich nach den Moduln a, b, c. Ist 
daher Xq irgendeine Losung, so hat jede andere die Form 

OW) x=-Xo + abc-j’, 

WO g eine ganze Zahl ist. 

Es liegt nahe, wie bei der vorigen Aufgabe, zuniichst x an -\ bv 
-j- CW zu setzen. Nach deniModuI a würden wir dann haben bu \ cw -y., 
so dab wir ininier noch zwei Unbekannte v und w hatten. Wir setzen daher 
besser 

X beu f- cav + abw. 

Hieraus folgt: 

Nach Modul a: b eu - en, ii ^ cal b c; 

nach Modul b: cav - fi, v fi/c a; 

nach Modul c: abw y, w y /a b. 

Da wir voraussetzen, daB a, b, c zu je zweien teilerfremd sind, so sind 
die Divisionsaufgaben moglich. Demi die Nenner sind zu den jeweiligen 
Moduln teilerfremd. 

Beispiel I: a 3, b 5, c -= 7; a -- 2, fi ^ 3, y ^ 5. Wir setzen 
(35) X 35 f/ -1 2 U? -j- 15 m 

und es wird 

nach 3: 35 n 2u 2, u 1 ; 

nach 5: 21 v v - 3; 
nach 7: 15 m - m -= 5, 
so dali nach (35) 

x„ - 35 • 1 + 31 • 3 + 15 • 5 -= 173 

oder, da es auf ein Vielfaches von abc 105 nicht ankommt, Xo ^ 68. 
Es ist in der Tat 

68 ~ 22 • 3 + 2 13 • 5 + 3 -- 0 • 7 -f 



7. Benierkung zur Division nach einem Modul. 
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Nach (34) ist die vollstândige Losung 

X = 68 + 105 • g. 

Beispiel2: a =-= 55, b ^ c = 1 ; ql 5, y T) ; abc ~ 4620. 

Wir sctzcn 

(36) X =- 84ü + 385 y + 660 

Nach Modul 55 wird 84 zi === 29 zi = 13. Diese Gleichung zerlegen wir, in- 
dem wir einmal nach dem Modul 5 und dann nach 11 rechnen. Nach 5 
ist 84 ^ — 1, 13 ^ 3, also u — 3 ^ 2. Nach 11 wird 7zz = 2, zz - 2/7. 
Aus der MT für den Modul 11 finden wir zz ^ 5. Es ist daher zz eine Zahl, 
die nach dem Modul 5 gleich 2 und nach 11 gleich 5 ist. Die Bestimmung 
von zz erfordert daher die Losung einer Aufgabe, wie wir sie im Anfang 
dieser Nummer betrachtet haben. Wir setzen 

(37) zz 5r + Ils'. 

Nach Modul 5 folgt lis s = 2, und nach 11 ist 5r 5, r 1. Wegen 
(37) ist also zz = 27. 

Nach dem Modul 12 ergibt sich aus (36) 385 zz ^ zz = 5, und nach 7 
folgt 660 zzz 2zzz 5, zzz == 5/2 = 12/2 = 6. Setzen wir die für zz, zz, w 
gefundenen Werte in (36) ein, so erhalten wir x 8153. Da es auf Viel- 
fache von abc ^ 4620 nicht ankommt, so ist auch 3533 eine Losung 
unserer Aufgabe. In der Tat ist 

3533 - : 64 " 55 + 13 -- 294 • 12 -f- 5 - 504 • 7 -f 5. 

Die allgerneinste Losung ist dann 

X -- 3533 + 4620 • g, 

wo g irgendeine Zahl ist. 

7. B e ni e r k U n g zur Division nach c i n e ni Mo d u 1. 

Die Aufgabe der Nummer 6 kann unter Umstanden dazu benutzt 
werden, eine Division nach einem Modul auf einfachere Aufgaben zurück- 
zuführen, namlich auf Divisionen nach einem kleineren Modul. Wir er- 
lautern das Verfahren an einem Beispiel. Es sei zu bestimmen 

X 502/327 nach dem Modul 1001. 

Es ist 1001 in die drei zu je zweien teilerfremden Faktoren 7, 11, 13 zer- 
legbar. Aus der Aufgabe folgt, daB 
nach dem Modul 7: 

327 X 5 X 502 = 5, X 1 ; 
nach dem Modul 11; 

327x =- — 3x 502 -- 7 - 18, X — 6 - 5; 

nach dem Modul 13: 

327x - 2x - 502 = 8, X - 4. 


3 * 
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V. Die Funktîon 9(n). 


Unsere Aufgabe ist daher auf die Aufgabe zurückgeführt, eine Zabi x 
zu finden, die nach den Moduln 7, 11, 13 gleich 1, 5, 4 ist. Wir setzen, 
wie wir in der vorigen Nunimer gelernt haben, 

(38) X = 143 « + 91 V + 11 w. 

Nach dem Modul 7 foigt hieraus 143« = 3n 1 =: 15, « 5; nach dcm 

Modul 11 wird 91 = 3y 5 = 27, z; 9 ^ — 2; nach dem Modul 13 
ist 11 w 4, w — 4. Aus (38) ergibt sich schlieblich 

X =- 143 • 5 — 91 • 2 — 77 • 4 rr. 225 =- 502/327 nach dem Modul 1001 . 

Probe: Es ist 225 -327 -- 73575 -- 502 -f- 73 • 1001. 

Wir haben also die ursprüngliche Divisionsaufgabe nach dem Modul 
1001 dadurch gelôst, daB wir sie auf Divisionsaufgaben nach den wesent- 
lich kleineren Moduln 7, 11, 13 zurückgeführt haben. Demi sowohl die Be- 
stimmung der Werte, die x nach diesen Moduln annimmt, wie auch die 
Berechnung von u, v, w führt auf Divisionsaufgaben. Das Verfahren ist 
immer anwendbar, wenn der Modul m der gegebenen Aufgabe sich in zu 
je zweien teilerfremde Faktoren zerlegen lâBt, also nur dann nicht, wenn m 
eine Primzahl oder die Potenz einer solchen ist. 

8. N oc h ein Satz über (p{n). 

Wir betrachten wieder eine MT, und zwar die für den Modul n. In 
Numnier 1 dieses Abschnittes haben wir gesehen: Ist / ein Teiler von n, 
so gibt es in der Tabelle so viele Zeilen mit der Periodenlange /, wie es 
unter den Zahlen von 0 bis / — 1 zu / teilerfremde gibt, also 9(/). Sind 
daher /j, . . ., //• die samtlichen Teiler von n, mit EinschluB von 1 und n, 

so wird, da es im ganzen n Zeilen sind, 

9(^) + 9 (y + 9 (h) = 

Oder in Worten: 

Diirclilàiift l die sàmtlichen Teiler einer Zülil n, wobei 1 und n ein- 
^eschlossen sind, so ist die Siimme aller (^(l) gleich n. 

Beispiel 1: n 12. 



Es ist 1 + 1 + 2 + 4 + 8 = 16. 
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Beispiel 3: n = 36. 


Teiler / 

1 2 3 4 6 9 12 18 36 

?(0 

1 1 2 2 2 6 4 6 12 


Es ist 1 + 1 + 2 2 + 2 + 6 + 4 -f 6 + 12 = 36. 

VI. Der kleine Fermatsche Satz. 

I . Die Potenzen einer Primzahl 
nach einer Primzahl als Modul. 

lu der MT fur den Modul m stehen in der Zeile a die Vielfachen 
von a. Jedc Zabi geht ans der vorhergehenden durch Addition und ans 
der folgenden durch Subtraktion von a hervor. Jede Zeile ist rein 
periodisch, und jede Période beginnt mit 0. Ebenso kônnen wir die 
Potenzen 

(39) a® 1, _ 

einer Zabi a nach einem Modul aufschreiben. Es wird dem Léser empfoblen, 
sich schon hier Tabellen der Potenzen herzustellen. Sollte er dazu keine 
Lust haben, so vergleiche er zum Folgenden die Tabellen auf S. 38 und in 
VIII, 1. Wir beschranken uns auf den Fall, wo der Modul eine Primzahl p 
ist, und auberdem soll a nicht durch p teilbar sein, so dab a 4= 6 nach 
dem Modul p. An die Stelle der Addition tritt die Multiplikation, also 
an die Stelle der 0 die 1. In der Reihe (39) der Potenzen von a geht jede 
Zabi ans der vorhergehenden durch Multiplikation mit a hervor und auch 
jede aus der folgenden durch Division durch a. Demi da der Modul p 
eine Primzahl ist und a 4= so ist die Division durch a eindeutig. Ferner 
sind die Zahlen (39) aile von 0 verschieden, so dab sie, wenn wir wieder 
die positiven kleinsten Reste wâhlen, unter den p — 1 Zahlen 

(40) 1, 2, 3, . . ., p — 1 

enthalten sind. Die Reihe (39) muB gerade so wie die Reihe der Viel- 
fachen von a periodisch werden, und zwar rein periodisch, d. h. die erste 
Période beginnt gleich mit der ersten Zabi. (Man erinnere sich an die 
rein periodischen Dezimalbrüche). Der Beweis ist genau so wie bei den 
Vielfachen von a. Denn da wir nur eine endliche Zabi von Zahlen haben, 
namlich die p — 1 Zahlen (40), so muB mindestens eine Zabi zum zweiten- 
mal auftreten. Es sei h die Zabi, die zum erstenmal wiederkehrt. Dann 
steht sowohl vor dem ersten wie vor dem zweiten h die Zabi fija, und 
diese beiden Zahlen sind auch einander gleich, da die Division bei unseren 
Voraussetzungen eindeutig ist. Es würde also gegen die Annahme hja 
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VI. Der kleine Fermatsche Satz. 


früher wiederkehren als h. Daraus folgt, daB vor dem ersten h keine Zabi 
stehen darf, daB also h die erste Zabi, d. b. a® ^ 1 sein muB. Es ist daber 
1 die erste Zabi, die zum zweitennial erscbeint, und dann koinmt wieder 
a, a ^, . . .. Die Reibe (39) ist daber, wie bebauptet, rein periodiscb. Die 
Lange der Période, d. b. die Zabi der in ibr entbaltenen Zablen, bezeicbnen 
wir wieder mit /. Es sind dann die Potenzen û®, a\ . . . und 

nur diese nacb p gleicb 1. Daber ist dann und nur dann 1 nacb 
P fur jedes positive a, wenn h durcb jede Periodenlange teilbar, also 
cin g. V. von ibnen ist. Bei der MT für den Modul m war das k. g. V. 
der Periodenlangcn der m Zeilen gleicb m. Wir bezeichnen hier das k. g. V. 
der P — 1 Periodenlângen der p — 1 Reiben (39), die wir für a ^ 1, 2, . . ., 
P — 1 erbalten, mit m. Macben wir uns eine Potenztabelle (PT), in der 
in Zeile a die Potenzen von a steben, so steben in Spalte m, d. b. in der 
Spalte, in der die /n-ten Potenzen sicb befinden, lauter Einsen, und es 
ist dies nacb der Spalte 0 die erste, für die das eintritt. Um zu seben, wie 
groB m ist, ob überbaupt rn in einfacber Weise von p abbangt, betracbten 
wir Beispiele. Wir scbreiben über eine Spalte die Zabi b, wenn in ibr die 
Men Potenzen steben, und vor die Zeile der Potenzen von a setzen wir a. 
Wir erbalten so für p =- 5 und p ^ 7 : 

Modul 5. 



0 

1 

2 

3 

4 

5 

G 

7 



1 

1 

1 

1 

1 

1 

l 

I 

1 



2 

1 

2 

4 

3 

1 

2 

3 

4 



3 

1 

3 

4 

2 

1 

3 

4 

2 



4 

1 

4 

1 


1 

4 

1 

4 



Modul 

! 7. 










0 

1 

2 

3 

4 

5 

G 

7 

8 

9 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

‘J 

1 

2 

4 

1 

2 

4 

1 

2 

4 

1 

3 

1 

3 

2 

G 

4 

5 

1 

3 

>•) 

G 

4 

1 

4 

2 

1 

4 

2 

1 

4 

O 

1 

5 

1 

5 

4 

G 

2 

3 

1 

5 

4 

G 

G 

1 

G 

1 

6 

1 

G 

1 

6 

1 

G 


Es wird dem Leser empfoblen, weitere Beispiele zu rccbnen. Wir gcbcn 
an spàterer Stelle genauer auf PT ein. Hier kümmern wir uns nur 
um m. In den Beispielcn ist m p — 1. Weitere Beispiele würden das- 
selbe zcigen. 
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2. Der kleine Fermatsche Satz. 

In der vorigen Nummer sind wir zu der Vermutung gekommen: 

Ist P eine Primzafil, iind rechnen wir nacli dern Modiil p, so ist für a 4= 0 

(M) {. 

Dieser Satz ist, wie wir sehen werden, richtig. Er heiBt der kleine Fer- 
matsche Satz. Zum Beweise betrachten wir die MT für eine Primzahl als 
Modul, und zwar unter Weglassung der Nnllen. Eine dieser Tabellen sei 
noch einmal angegeben, etwa die für den ModiiI 7, und zwar indem wir 
die Bezeichnung der Zeilen und Spalten fortlassen. 

Modul 7. 

1 2 a 4 5 G 

2 4 (; 1 a 5 

a G 2 f) 1 ^1 

4 1 r> 2 6 a 

5 a 1 G 4 2 

G 5 a 2 1 

In dieser Tabelle stehen in jeder Zeile die p — 1 G Zahlen von 1 bis 
P — 1, und wir wissen von früher, daB das allgemein so ist, wenn der 
Modul eine Primzahl ist. Die Zeile 3 unserer Tabelle sagt, ausführlich ge- 
schrieben, daB nach dem Modul p - 7 

a • 1 - a, a • 2 - g, a • a ^ 2, a • 4 - 5, a • 5 - i, a • g - 4. 
Multiplizieren wir dièse Gleichungen miteinander, so erhalten wir bei 
passender Anordnung der Faktoren 

a« • l • 2 • a • 4 • 5 • G 1 ' 2 • 3 • 4 • 5 • G. 

Da keinc der Zahlen 1 bis 6 gleich 0 ist, und da es Nulltciler bei ciner 

Primzahl als Modul nicht gibt, so konnen wir mit diesen Zahlen dividieren 
und erhalten 3^’ l. 

Denselben SchluB konnen wir auch allgemein machen. Nach dem 
Modul p sind die Zahlen 

D 2 ) a • 1, a • 2, a • a, . . ., ü*(p — 1), 

wenn p eine Primzahl ist, und wenn a 4 0, gleich den Zahlen (M)), wenn 

wir von der Reihenfolge absehen, so daB das Produkt der Zahlen (M)) 
gleich dem der Zahlen (42) ist. Bczeichnen wir das Produkt der Zahlen 
von 1 bis p — 1 mit g, so folgt 

flP — 1 • g g Oder (af^~^ — l)g - o. 

Nach einer Primzahl als Modul ist aber ein Produkt nur 0, wenn 
mindestens einer seiner Faktoren 0 ist. Da keiner der in g enthaltenen 
Faktoren 0 ist, so ergibt sich die Gleichung (41) oder der kleine Fer- 
matsche Satz. 
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3. Fine Verallgemeinerung. 

Wir haben in der vorigen Nummer die MT für einen Modul p be- 
trachtet unter Weglassung der durch p teilbaren Zahlen. Wir wollen jetzt 
allgemeiner die MT für einen beliebigen Modul m betrachten, unter Weg- 
lassung aller Zahlen, die einen gemeinsamen Teiler mit m haben. Es soll 
also nur das Produkt je zweier zu m teilerfremder Zahlen in die MT auf- 
genommen werden. Wie wir früher gesehen haben, ist ein solches Produkt 
wieder teilerfremd zu m, so dafi in der Tabelle selbst auch nur die 9(772) 
zu m teilerfremden Zahlen stehen. Hier sei nur die Tabelle für 772 = 9 
angegeben. Weitere derartige Tabellen herzustellen, sei dem Leser über- 
lassen. 

Modul 9. 

1 2 4 5 7 8 

2 4 8 1 5 7 

4 8 7 2 1 5 

5 1 2 7 8 4 

7 5 1 8 4 2 

8 7 5 4 2 1 

Die Bezeichnung der Zeilen und Spalten ist fortgelassen. Sie stinimt mit 
ihren ersten Zahlen überein, da dort der eine Faktor 1 ist. Wir sehcn: 
In diescr Tabelle stehen, wie in der der vorigen Nummer, in jeder Zeile 
aile 9(7n) 9(0) ^ 0 Zahlen, die zu m 9 teilerfremd sind. Das ist in 

jeder solchen Tabelle so. Wir wissen ja von früher, dal5 die Vielfachcn 
von a vom ()-fachen bis zum (m — l)-fachen nach dem Modul m von- 
einander verschieden sind, wenn a teilerfremd ist zu m. Da ferner hier in 
jeder Zeile nur zu m teilerfremde Zahlen vorkommen, so müssen sie aile 
vorkommen und voneinander verschieden sein. Die Zeile 5 unserer Tabelle 
sagt, ausführlich geschrieben, daB nach dem Modul m — 9 

5 • 1 5, 5 • 2 1, 5 • 4 - 2, 5 • 5 - 7, 5 • 7 8, 5 • 8 = 4. 

Bezeichnen wir das Produkt der Zahlen 1, 2, 4, 5, 7, 8 mit g, so folgt 
durch Multiplikation 

56g = 59(‘'^)g = g Oder (59ü>) — i)g 0. 

Da g zu 9 teilerfremd ist, ergibt sich 59^^^= 1. 

Allgemein sei (^(m) ^ r, und es seien 
(43) Qif ûg» • • 

die r zu m teilerfremden Zahlen. Ferner sei a irgendeine der Zahlen (43). 
Dann sind die Zahlen 


ûül, üûg, . . aur 
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mit den Zahlen (43), abgesehen von der Reihenfolge, identisch. Es folgt 
daher durch Multiplikation, wenn wir das Produkt der Zahlen (43) mit g 
bezeichnen, 

a^'g a9("')g = g Oder (û 9(»0 — i)g = o. 

Da aber g zu m teilerfremd ist, so haben wir 
(44) -= 1 

und damit den Satz: 

Ist a teilerfremd zu m, so ist a9("') = i nac/i dem Modal m. 

Der kleine Fermatsche Satz ist hierin enthalten. Ist nâmlich m eine 
Primzahl p, so ist 9 (/n) p — 1. Die Bedingung, daB {a,m) = 1 sein 
soll, ist notwendig. Wâre namlich (û, m) -- rf > 1 , und wàre die Differenz 
— 1 durch m teilbar, also auch durch d, so würde folgen, daB der 
Subtrahend 1 durch d teilbar ist, da der Minuend es gewiB ist. 

Für den Fall, daB m eine Primzahl p ist, kann rnan dem Satz die 
Fassung geben: 

Ist p eine Primzahl, so ist nac/i dem Modal p für jede Zahl a 
(44 a) — a ^ a — 1 ) = 0. 

Demi für a = 0 (nach p) ist der erste und für a 4= 0 der zweite Faktor 0. 
Und umgekehrt folgt ans (44 a), daB für ü 0 der zweite Faktor 0 sein 
muB, also der kleine Fermatsche Satz. 

4. Eine weitere Verallgemeinerung. 

Wir haben bei der Aufstellung der MT die positiv kleinsten Reste 
benutzt. Wir wollen jctzt MT aufschreiben unter Vcrwendung der absolut 
kleinsten Reste. Dabci beschranken wir uns auf den Fall, daB der Modul 
eine Primzahl p ist, und fcrner lassen wir die 0 fort. Da das Produkt 
zweier von 0 verschiedenen Zahlen auch nicht 0 ist, so kommen dann 
nur die p — 1 Zahlen 

~\(P — 1)> — 2 (Z’ — 2 — ■*)’ 2 ~ O 

vor. Beispiele: 

Modul 5. Reste: — 2, — 1, 1, 2. 



— 2 

— 1 

1 

‘) 

2 

— 1 

2 

— 2 

\ 

— 1 

2 

1 

— 1 

2 

1 

2 

— 1 

1 

2 

‘) 

1 

2 

2 

\ 
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VI. Der kleine Fermatsche Satz. 


Modiil 7. Reste: — 3, — 2, — 1, 1, 2, 3. 



— 3 

2 

— 1 

1 

2 

3 

— 3 

2 

— 1 

3 

— 3 

1 - 

2 

2 

— 1 

— 3 

2 

2 

3 

1 

— 1 

3 

2 

1 

_1 

2 

— 3 

1 

— 3 

2 

— 1 

1 

2 

3 

2 

1 

.3 



2 

— 3 ■ 

— 1 

3 

— 2 

l 

— 3 

3 

— 1 

2 


Mo (lui 13. Reste: j G, ±3, J:: 3, ±2, 1. 



Teilt niaii die Tabellen in vier gleiehe Qiiadrate, so sieht man, daI3 in 
jedem von ihnen in jeder Spalte und in jeder Zeile, abgesehen vom Vor- 

1 

zeichen, die Zahlen 1 , 2 ,..., ^ (p — 1) vorkonimen. Wic das kommt, 

sieht inan schon bei der Herstellung der Tabellen. Sobald man beirn Be- 
rechnen einer Zeile über die Mitte hinanskommt, kehren dieselben Pro- 
dukte in uingckehrter I^eihenfolge und mit cntgegengesetztem Vorzeichen 
wieder. Nehmen wir z. B. die Tabelle fur den Modul 13 und die Vielfachen 
von — 3. An erster Stelle steht — 3 — 6 und an letzter — 3 • + 6. An 
zweiter Stelle steht — 3 • ^ — 5 und an zweitletzter — 3 • -f 5 usw. Zwei 
symmetrisch zur Mitte stehende Zahlen unterscheiden sich also nur durch 
das Vorzeichen. Ferner wissen wir, daB die in einer Zeile stehenden Zahlen 
aile voncinander verschieden sind. Kamen aber in einer Zeile in der ersten 
Halfte zwei Zahlen vor, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, 
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ctwa 2 und 2, so würden in der zweiten Hâlfte — 2 und 2 vorkommen, 
so daB in dcr ganzeii Zeile 2 und — 2 doppelt vorhandcn waren. Das aber 
kann nicht sein. Bedenken wir, daB die MT symnietrisch zur Haupt- 
diagonale sind, daB aiso ailes, was von den Zeilen gilt, auch von den 
Spalten gilt, so ist die obige Behaiiptung über die Eigenschaft unserer 
Tabellen bewiesen. 

Wir wenden die SchluBweise, die wir beim Beweis des kleinen Ferniat- 
schen Satzcs benutzt haben, auf die rechten Malften unserer neuen MT 
an. lu der MT für den Modul la sagt die zweite Halftc der Zeile daB 
nach dcm Modul la 

4-1 4, 4 • 2 — 5, 4 • a - — 1, 4 • 4 a, 4 • 5 -- — G, 4 • G - — 2. 

Da hier 4 Minuszeichen vorkommen, finden wir durch Multiplikation, 
wcnn wir das Produkt der Zahlen von 1 bis G mit g bezeichncn, 

(— 

Oder, da g nicht durch la teilbar ist, 

4« - (—1)^ - 1. 

Ebenso finden wir, daB nach dem Modul la für jede von 0 vcrschiedene 
Zahl a 

««-:(— 1 )\ 

wcnn *A die Zahl der in der rechtcn llalfte der Zeile a vorhandenen 
negativen Zahlen ist. 

Allgemein ergibt sich; Ist p eine ungerade Frimzahl, und rechnen wir 
nach dem Modul p, so sind für a 0 die Zahlen 

(/15) a- 1, a- -J, . . a- * (P— 1) 

bis auf die Reihenfolge und das Vorzeichen idcntisch mit den Zahlen 
(4G) 1, 2,..., I (p-1). 

Das Produkt der Zahlen (45) ist daher bis auf das Vorzeichen gleich 
dem der Zahlen (4G). Bezeichncn wir also das Produkt der Zahlen (4 G) 
mit g, so ist 

ga- ■{—iÿ'g 

oder, da g ungleich 0 ist. 


Wir crhalten so die folgende Verallgenieinerung des Fcrmatschen Satzes: 
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Es sei P eine iingerade PrimzahL Rechnen wir nach dem Modal p, so 
ist fur jede von 0 verschiedene Zahl a 

o(p— 1) 

(47) a- =(-l)\ 

Dabei ist X die Anzafil der negativen unter den absolut kleinsten Resten der 
Zahlen 

(48) a, 2a, 3a, . . ., ^(p — l)a. 

Ans (47) folgt durch Quadrieren wieder der Fermatsche Satz, daB 
aP~-\ 1 nach dem Modul p, wenn a 4^0. 

5. Ü b e r die Zahl X. 

Wir setzen zunâchst zur Abkürzung 

m ]^{p~\)- P. 

Ferner beschranken wir uns auf positive Zahlen a. Die P Zahlen (48) sind 
von der Form ax, wo x eine der Zahlen (40) ist. Wollen wir eine von 
ihnen, etwa aa, auf ihren absolut kleinsten Rest bringen, so bilden wir 
die Zahlen 

(50) aa, aa — p, aa - 2p, aa — 3p, . . 

bis wir zu einer Zahl kommen, die zwischen — P und -|- P liegt, die 
Grenzen eingeschlossen. Eine und nur eine der Zahlen (50) hat diese 
Eigenschaft. Die Zahlen (50) haben die Form aa — py, wo y eine nicht 
négative ganze Zahl ist. Uns kommt es nur auf die negativen, absolut 
kleinsten Reste an. Für diese ist sicher y groBer als 0, da a > 0. Wir haben 
daller: 

Es ist X gleich der Anzahl derjenigen Zahlen der Form 

(51) ax — py, 

wo X eine der Zahlen von 1 bis P und wo y> 0, die zwischen — 1 und 
— P liegen, die Grenzen eingeschlossen. Wir betrachten Beispiele. 
Beispiel 1: a ^ p 7, P 3. 

Die Zahlen (51) sind 

0*1—7- 2, 9 • 1 — 2 • 7 - — 5, 9 • 1 — 3 • 7 - — 12, 

9*2 — 7 - 11, 9*2 — 2*7 - 4, 9*2 — 3*7- —3, 

9 *3 — 7 - 20, 9 • 3 — 2 • 7 - 13, 9 • 3 — 3 * 7 - — G 

usw. Wir erhalten diese Zahlen in Form einer Tabelle, indem wir mit 

9 — 7 beginnen und redits neben jede Zahl die uni 7 kleinere und unter 
jede die uni 9 groBere schreiben. Da x nur die Werte 1, 2, 3 annimmt, 
so enthalt die Tabelle nur drei Zeilen. Da es uns nur darauf ankommt, 
wie viele Zahlen der Tabelle eine der Zahlen — 1, — 2, — 3 sind, so 



5. Über die Zabi X. 


45 


kônnen wir in jeder Zeile aufhôren, sobald eine Zabi erscheint, die kleiner 
ist aïs — 3. Denn die Zahlen werden nach rechts immer kleiner. Die 
Tabellen sind also auch nach rechts begrenzt. Wir nehmen erst noch- 
mal das 

Beispiel 1: p ^1, P = 3. Erste Zahl 9 — 7 - 2. 

2 —5 —12 —19 -21) 

11 4 1— 3| —10 —17 

20 i:t 0 pri -8 

In der Tabelle stchen zwei der Zahlen — 1, — 2, — 3, so daB X 2. 

Daher ist 9^^ 9^ -- ( — 1)^ 1 nach dem Modul7. Probe: Es ist 9^ 2^ 

8 1 nach 7. 

Beispiel 2: a 12^ P ^ '7, P ^ 3 ^ Zahl der Zeilen. Erste Zahl 

12 — 7-5. 

5 |— 2| —9 —16 —23 —30 —37 

17 10 3 —4 —11 —18 —25 

29 22 15 8 1 — 6 — 13 

Diesmal finden wir nur eine der Zahlen — 1, — 2, — 3 in der Tabelle, 
nâmlich — 2, so daB X =: 1 und 12^ — 12^ — ( — 1)^ — — 1 nach 7. In 
der Tat ist 12^ - 5^ - (~ 2f — g - — 1 . 

Beispiel 3: a ^ 5, p 11, P 5. Es istXgleich der Anzahl der Zahlen, 
die gleich — 1, — 2, — 3, — 4 oder — 5 sind. Erste Zahl 5 — 11 — — 6. 
— 6 —17 —28 

— 12 —23 

4 —7 —18 

9 |— 2| —13 

i'i 3—8 


X - 2. Daher 

5^- 

5'^ = 

1 nach 

11. Probe: 

= 25- 

25-5 - 3-3-5 

45 = 1. 







Beispiel 4: 
gleich — 1, — 

a -16 
2,-3 

, p 

13, P — 6. Die Zahl X gibt an, wie viele Zahlen 
, — 5 Oder — 6 sind. Erste Zahl 16 — 13 — 3. 

3 - 

-10 - 

-23 

— 36 

— 49 — 62 

— 75 

— 88 

19 

6 

— 7 

— 20 

— 33 —46 

— 59 

— 72 

35 

22 

9 

F4] 

— 17 — 30 

— 43 

— 56 

51 

38 

25 

12 

pri -14 

— 27 

— 40 

67 

54 

41 

28 

15 2 

— 11 

— 24 

83 

70 

57 

44 

31 18 

5 

— 8 


X = 2. Daher 16^' 1C« (—1)= = 1 nach 13. Probe: 16" - 3« - 

= 272 = 12 1 . 
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Beim Berechnen der Tabellen merkt man bald, dafi man nicht aile 
Zahlen zu berechnen braucht, da es ja niir auf die Zahlen — 1, — 2, 
— a, . . — P ankommt. Nach redits kann man aufhoren, wie sdion 

oben angegeben, wenn man zii einer Zabi kommt, die kleiner ist als — *P, 
und nach unten, wenn cine positive Zahl auftritt. Dadtirch vereinfacht 
sich die Bestimmung von X bedeutcnd. Es ist aber darauf zu achten, daB 

1 

die Anzahl der Zeilen nicht groBer wird aïs P ^ (p — 1). Wir bringen 
noch das 

Beispiel 5: a ^ 7, p = 12, P ^ B. Erste Zabi 7 — 12 ^ — (>. 

BO-.o 

1 — 12 



2 10 


X - ' 2, so daB 7^’ - - 7« -- (— 1)=^ ■ — 1 nach 12. Probe: 7‘‘ - (7^)^ W 
- 1(P - lOOO - — 1. (Es ist 1001 - 7 • 11 • 12.) 

Wir betrachten noch genaiier den Fall, wo a eine ungerade Zabi ist, 
die wir mit q bczeichncn wollen. Die zugehorige Tabelle enthalt die Zahlen 

1 

qx — py, wo X die Werte 1, 2, . . ., P (p — I) annimmt, so daB die 

Tabelle P Zeilen bat. Von y wissen wir, daB es eine positive Zahl ist. 
Da wir aber mir wissen wollen, wie vide der Zahlen der Tabelle zu den 
Zahlen von — 1 bis — P gehüren, so brauchen wir y nur die Werte 
1,2,..., Q annehmen zu lassen, wenn Q so gewahlt wird, daB fur jedes 
erlaubte x 

qx--p(Q Tl)<- P. 

Das ist sicher daim der F'all, wenn die UngIcichung für den grüBten mog- 
lichen Wert von x, also für x - P gilt, wenn also 

qP~-p(Q + 1)<>- P. 

Hieraus folgt {q I 1)P < p(Q -|- 1), also 

P(Q I 1) : W I 0^ 

1 

Oder, wegen P (p — 1), 


Da (p — l);'p ein echter Bruch ist, so ist diese Bedingung sicher erfüllt. 



0. Der Fall a 2. 
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1 1 

wenn wir Q 1 = - + 1), also Q — {q — 1) wâhlen, und das wollen 

wir tun. Da q ungerade ist, ist Q eine ganze Zabi. Wir haben daher: 
Es sei P eine ungerade Prirnzahl und q eine ungerade Zafil. Es sei 

gesetzt. Ferner bedeute X die Anzahl derjenigen unter den PQ Zahlen 

Î x - 1 P 

die unter den Zahlen 

(5^i) —1, —2,..., — P 

entlialten sind. Dann ist nach dem Modul p 
(r.r.) q^‘ - (— 1 )\ 

6. Der Fall a ” 2. 

Für a 2 gelingt es, die Zabi X fur jedes p zii bestimmen. Wir be- 
nutzen dazu die ursprünglicbe Bedeutung von X. Danacb ist X die Anzabl 
derjenigen unter den P Zablen 

(r)()) 1 • 2, 2 • 2, 3 • 2, . . P • 2 p — t, 

deren absolut kleinster Rest nacb dem Modul p negativ ist. Die Zablen (5G) 
sind aile positiv und kleiner als p. Es sind die positiven geraden Zablen 
unter p. Diejenigen, die kleiner als p/2 sind, gebüren schon zu den absolut 
kleinsten Resten. Die anderen, die zwiseben p/2 und p liegen, werden 
dureb Subtraktion von p in absolut kleinste Reste verwandelt, und zwar 
in négative. 

Beispiel 1: p 17, P -- 8. Die Zablen (50) sind 
2, 'i. G, 8, 10, 12, 1^1, IG. 

Ibre absolut kleinsten Reste nacb 17 sind 

2, G, 8, -7, -5, -3, -1. 

Beispiel 2: p r-. 19, P = 9. Die Zablen (5G) sind 
2, 4, G, 8, 10, 12, 14, IG, 18, 
und ibre absolut kleinsten Reste sind 

2, 4, G, 8, —9, —7, —5, —3, —1. 

Es ist daber X aucb die Anzabl derjenigen der Zablen (5G), die groGer als 
p/2 sind. Wir untersebeiden zwei Fâlle: I. P ist gerade, etwa P ^ 2 m, 
also p ^ 2 P -f- 1 ^ 4m + 1. II. P ist ungerade, etwa P - 2m + 1, 
also p = 2P + 1 ^ 4m 4- 3. 
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Vï. Der kleîne Fermatsche Satz. 


Fall 1. P 2 m, P = 4 m -|- 1. 

1 

In diesem Fall sind die ersten = m der P ^ 2m Zahlen (56) 

1 

kleiner und die letzten m groBcr als ~ p. Denn es ist 
2 • m - P = ^ (P — 1)< P, 2 • (m + 1) . - P + 2 - ^ (P + 3) > ip. 

Daher ist im Fall I die Zahl X gleich m. Nun konimt es uns nicht auf 
den Wert von X selbst an, sondern auf den von ( — 1)^. Es ist aber ( — 1)^ 
gleich H 1 Oder — 1, je nachdem X gerade oder ungerade ist. Wir tinter- 
scheiden daher zwei Unterfalle: 

1, 1 : m ist gerade, m ^ 2n, p 4m -f 1 ^ 8n + 1. Es ist X == m 
gerade. 

I, 2: m ist ungerade, m 2n + 1, p ~ 4m + 1 8// -f 5. Es ist X 

ungerade. 

Fall II. P 2m + 1, P 4m + 3. 

1 

Es sind wieder die ersten ^ (P — 1) = m der Zahlen (56) kleiner als 
1 ^ 

^^p und die übrigen, deren Anzahl diesmal P — m m + 1 ist, grôBer. 
Denn es ist 

2-/n=.. P — 1 = ^(p — 3)< ]',p, 2-(m + 1) = P + l =i(p + l)> Ip. 

Es ist daher X ~ m + 1. Wir unterscheiden wieder zwei Unterfalle: 

II, 1 : m ist gerade, m = 2n, p = 4 m + 3 8n + 3. Es ist X = m + 1 

ungerade. 

11, 2: m ist ungerade, m = 2rH- 1, p = 4m + 3 == 8n -}- 7. Es ist 
X = m + 1 gerade. 

Daniit haben wir gefunden: Es ist X gerade, aiso ( — 1)^ = -f 1, wenn 
P von der Forni 8n -)- 1 oder 8/z -j- 7 ist, wenn also p nach dem Modul 8 
gleich 1 oder 7 ist, und es ist X ungerade, also ( — 1)^ — 1, wenn p 

von der Form 8/1 + 3 oder 8n + 5 ist, wenn also p nach dem Modul 8 
gleich 3 oder 5 ist. Da 7 = — 1 und 5 = — 3 nach dem Modul 8, so 
konnen wir auch sagen: 

Es ist ( — 1)^ “ + 1, wenn p = + 1 oder p = — 1 nach dem Modul 8, 
wenn also p von der Form 8n ± 1 ist, und es ist ( — 1)^ = — 1, wenn 
p == 3 oder p = — 3 nach 8, wenn also p die Form 8/z + 3 hat. 

Damit sind aber aile Môglichkeiten erschopft. Denn da p ungerade 
ist, so ist p nach 8 gleich einer der Zahlen 1, — 1, 3, — 3. Aus dem in 



1. Définition. 


49 


Nr. 4 bewiesenen Satze folgt daher fur den hier betrachteten Fall, wo 
a = 2 ist: 

Nach dem Modal p ist, wenn p eine ungerade Primzahl bedeutet, 

J 

2“ 4- wenn p = 8/7 i 1, 

J 

2- = — 1, wenn p = 8n ± 3. 

Im ersten Falle ist 
1 

(p2 — 1) 8/7^ zt 2n, also gerade, 

8 

im zweiten 

1 

T (P“ — ^ 8/7^ ilz 6/7 + 1, also ungerade. 

8 

Daher haben wir auch: 

Ist p eine ungerade Primzahl, so ist nach dem Modal p 


Beispiele: 

1. p ... 7 = 8-1— 1, P --- 3; 23 ..r. 8 = + l. 

2. p = 11 = 8-1 4- 3, P 5; 2^ = 32 —1. 

3. p - 17 - 8 • 2 + 1, P -= 8; 2® -- 16 • 16 = — 1 • — 1 l. 

4. p 29 = 8 • 4 — 3, P 1 4 ; 2^^ -- 32 • 32 • 2^ = 3 • 3 • 16 - : 3 • 48 

-- 3 - — 10 — 30 = — 1. 

VII. Quadratische Reste. 

1. Définition. 

Es sei a eine positive Zahl. Wir betrachten die Reste, die die Quadrat- 
zahlen 

12 22 4, 32 =- 9, 42 = 16, 52 -= 25, . . . 

bei dcr Teilung durch a lassen, welche der Zahlen 
(57) 0, 1, 2, . . ., a — 1 

also nach dem Modul a gleich Quadratzahlen sind. Ziinachst ist klar, 
daB, wenn nach dem Modul a zwei Zahlen g und h einander gleich sind, 
dasselbe auch von ihren Quadraten g^ und h‘^ gilt (vgl. II, Nr. 3). Wir 
konnen uns daher auf die Quadrate der Zahlen (57) beschranken. Dabei 
lassen wir die 0 fort. Es sei z. B. a = 10. Die Quadrate sind 
1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81 

und die Reste 

1, 4, 9, 6, 5, 6, 9, 4, 1. 

Jung, Einführung in die Zahlentheorie. 4 
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VIL Quadratische Reste. 


Es kommen also nicht aile Zahlen als Reste vor, sondern, abgesehen 
von 0, die wir ja inimer fortlassen, nur 1, A, 5, G, 9, wâhrend 2, 3, 7, 8 
fehlen. Daratis ergibt sich z. B., da6 eine Zabi, deren letzte Ziffer 2, 3, 7 
Oder 8 ist, gewiB keine Quadratzahl ist. Wir nennen diejenigen Zahlen, 
aiiBer 0, die nach dem Modul a gleich einer Quadratzahl sind, qnadra- 
tiscfie Reste von a, die anderen quadratische Niclitreste von a. Wir kürzen 
diese Bezeichnungen mit QR und QN ab. 

2. Anzahl der QR und QN einer Prinizahl. 

Im Folgenden bcschrânken wir uns, wenigstens zunachst, auf den 
Fall, wo der Modul eine ungcrade Prinizahl p ist. Wir schreibcn uns für 
die crsten Primzahlen die Reste der Quadrate der Zahlen von 1 bis p — 1 
hin. Diese Zahlen stehen in den MT in der Hauptdiagonale. 

P = 3. 1, 1. 

P - 5. 1, 4, 4, 1. 

P 7. 1, 4, 2, 2, 4, 1. 

P -- 11. 1, 4, 9, 5, 3, 3, 5, 9, 4, 1. 

P - - 13. 1, 4, 9, 3, 12, 10, 10, 12, 3, 9, 4, 1. 

P = 17. 1, 4, 9, IG, 8, 2, 15, 13, 13, 15, 2, 8, IG, 9, 4, 1. 

P - 19. 1, 4, 9, IG, G, 17, 11, 7, 5, 5, 7, 11, 17, G, IG, 9, 4, 1. 

Wir sehen, jede Reihc ist syninictrisch zur Mitte. Das komrnt einfach 
daher, daB ( — gf ^ jst, Nach dem Modul pistp — 1~ — l,p — 2 
~ — 2, P — 3 -- — 3 usw., so daB (p — 1)- -- 1^, (p — 2)^ ^ ^ 2^, (p — 3)^ 

1 

“ 3“ usw. Die Anzahl der QR ist daher hochstens gleich — (p — 1). Noch 

deutlicher sicht man das vielleicht, wenn man statt der Quadrate der 
Zahlen von 1 bis p — 1 die der absolut kleinsten Reste ±1, d: 2, . . ., 
1 

± (p — 1) benutzt. In den Bcispiclen sind die in den ersten Halften 

jcder Reihe stehenden Zahlen voneinandcr verschicden, so daB die Zahl 
1 

der QR genau gleich ^ (p — 1) ist. Audi das ist nicht schwcr einzusehen, 

daB das immer so ist. Es seien namlich g und li < g zwei der Zahlen 
1 

von 1 bis ^ (p — 1), und es sei nach p 

f — (g — /!)(» -h II) -= 0. 

Dann müBte g — h oder g -[ h durch p tcilbar sein, was sicher nicht 
der Fall ist. Demi diese beiden Zahlen sind beidc positiv und kleincr als p. 
Damit haben wir: 



2. Anzahl der QR und QN einer Primzahl. 
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Ist P eine ungerade Primzahl, so gibt es gleichviel QR und QN von p, 
1 

namlich je — {p — 1). 

Wir haben ferncr gesehcn, da6 ein QR immer das Quadrat von zwei 
Zahlen ist. Ist die eine g, so ist die andere p — g oder, was nach p das- 
selbe ist, — g. Und diese beiden Zahlen sind immer (nach p) verschieden. 
Wir bezeichnen eine Zahl, deren Quadrat gleich a ist, auch mit Wurzel 
ans a, in Zeichen Ya. Ist a ein QR, und ist zum Beispiel a = g^, so ist 

ya = ±g. 

Ist aber a ein QN, so existiert nicht. So ist nach dem Modul 13: 

jZ/i — i 2, ]/3 = ± ''i, yi2 ^ i 8, wâhrend ]/5, y6 nicht vorhanden 
sind. 

3. Produkte von QR und QN. 

Um zu sehen, wie sich QR und QN verhalten, wenn man sie rnulti- 
pliziert, schreiben wir uns die MT, etwa für p = 5, 7 und 11, noch einmal 
auf, indem wir Zeilen und Spalten nach den QR und QN ordnen. Wir er- 
halten so: 


Modul 5. 




Modul 7. 
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VII. Quadratische Reste. 


Aus den Tabellen ersehen wir, daB die QR unter sich bleiben und ebenso 
die QN. Teilen wir die quadratischen Tabellen jede in vier kleinere 
Quadrate, so stehen im ersten und vierten die QR und im zweiten und 
dritten die QN. Das bedeutet aber: 

Des Produkt aus zwei QR oder aus zwei QN ist ein QR. Das Produkt 
aus einem QR und einem QN ist ein QN. 

Wir haben dies Ergebnis zu beweisen. Zunâchst seien und rg zwei 
QR, also nach dem Modul p gleich Quadratzahlen, etwa = al, = a\. 
Dann sind = (« 1 ^ 2 )^ und = {aja^f auch Quadratzahlen. Es 
ist daher das Produkt und der Quotient zweier QR wieder ein QR. Da 1 
immer QR ist, so ist im besonderen mit r auch r~^ = 1/r ein QR. Es 
sei jetzt r ein QR und n ein QN. Wâre rn oder rjn oder /2/r ein QR r\ 
so würde der QN n gleich r/r' oder gleich r'/r oder gleich rr' sein, was 
ailes dem eben Bewiesenen widerspricht. Daher ist das Produkt oder der 
Quotient eines QR und eines QN ein QN. SchlieBlich seien n^ und /ig 
zwei QN. Es sei, wie schon früher, 

(58) (p-1)- P 

gesetzt, und es seien 

(59) Tl, r.„ 
die P QR von p. Die P Produkte 

( 60 ) n^r ^, . . ., n,r^, 

sind voneinander nach dem Modul p vcrschieden und sind QN. Es sind 
daher die samtlichen P QN von p. Dasselbc gilt von den P Quotienten 


( 61 ) 


n, n. 


Daher kommt unter den Zahlen (60) und auch unter den Zahlen (61) 

rk 


(62) 

Aus (62) folgt 


«2 und ru 


ri, n^n^ = r/,. 


Das aber heiBt: Das Produkt und der Quotient zweier QN ist ein QR. 
Damit ist unser Satz bewiesen. 


4. Das Legendre SC lie Symbol. 

Das Ergebnis der vorigen Nummer kônnen wir kurz so ausdrücken: 
QR • QR = QR, QR • QN = QN, QN • QN - QR. 



4. Das Legendresche Symbol. 
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Dies erinnert an 

+ 1 • + 1 = 4 - 1, + 1 • — 1 = — 1, — 1 • — 1 + 1. 

Das hat Legendre dazu geführt, folgende Bezeichnung einzuführen: 

Es sei P eine ungerade Primzahl and a eine durcli p nicht teilbare ganze 
Zahl. Dann soll (a/p) die Zabi + 1 oder — 1 bedeuten, je nachdem a QR 
Oder QN von p ist. Es heipt (ajp) das Legendresche Symbol. Es wird ge- 
lesen: a über p. 

Wegen des angegebenen entsprechenden Verhaltens von QR und QN 
einerseits und + 1 und — 1 andererseits gilt 



Da ferner jede Zahl, die nach déni Modul p einer Zahl a gleich ist, zu- 
gleich mit a QR oder QN ist, so gilt 

/a\ /b\ 

(6^j) ( — = ( - > wenn a ^ b nach p. 

\P/ \P/ 

Nach der Zusammcnstellung auf S. 50 ist zum Beispiel 



Ferner wird zum Beispiel nach den beiden angegebenen Rechenregeln 
und nach der Zusammenstellung 



/72 \ / 2^ * îF \ / 2 \ / 2 V / a / - \ 

VIO / ' V / 


Man kann offenbar in a enthaltene quadratische Faktoren ohne weiteres 
weglassen; das folgt ja auch schon daraus, daB jede Quadratzahl QR 
von p ist. So ist 
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vu. Quadratische Reste. 

5. Eine Formel fur {ajp), 

Wir betrachten die Tabelle für den Modul 11 auf S. 51, und zwar 
wollen wir uns die verschiedenen Zerlegungen einer Zabi in zwei Faktoren 
ansehen. Zunachst nchmcn wir cinen QN, etwa 7. Wir finden die Dar- 
stellungen 

(65) 7 1 • 7, 7=3-6, 7 = • 10, 7 = 5-8, 7 = 9-2. 

1 

Das sind P = — (p — 1) = 5 Darstellungcn, und es kommen in ihnen aile 

P — 1 =: 10 Zahlen von 1 bis 10 vor, und zwar jede einmal. Bezeichnen 
wir das Produkt der Zahlen von 1 bis p — 1 mit g, setzen also 

(66) 

so folgt durch Multiplikation der Gleichungen (65) 

natürlich nach dem Modul 11. In derselben Wcisc finden wir nach dem 
Modul 11 für den QN 8 die Zerlegungen 

8 1 • 8, 8 = 3 • 10, 8 = 4-2, 8 = 5-6, 8 = 9-7 

und hieraus durch Multiplikation 

8^‘ 8'> ». 

Wir walilcn jetzt einen QR von 11, etwa 3. Wir finden in der Tabelle 
folgende Zerlegungen von 3 : 

3 = 1-3, 3 = ^ - 9, 3 5 • 5, 3 = 2-7, 3 = 6- 6, 3 = 8 -10. 

Wir erhaltcn diesnial sechs verschiedenc Darstellungcn. In dicscn kommen 
auch wieder aile Zahlen von 1 bis p — 1 - lo vor, aber zwei, 5 und 6, 
doppelt. Das hangt damit zusammen, dab 3 nach dem Modul 11 eine 
Quadratzahl ist. Infolgedessen gibt es zwei Zahlen, die sich nur durch 
das Vorzeichcn untcrschciden, dcrcn Quadrat 3 ist, hier 5 und 6 = — 5. 
Ersetzen wir die beiden Gleichungen 

3 5 • 5, 3 6 - 6 = 5 • — 5 

durch die eine 

— 3 - 5 - — 5 5 - 6, 

SO haben wir die fünf Gleichungen 

3 1 • 3, 3 = 4 - 9, 3 = 2-7, 3 = 8-10, —3 = 5-6. 

Durch Multiplikation erhalten wir: 

— ^ . g. 

Wir überlegen uns, warum das ailes so ist. Wir rechnen nach einer 
ungeraden Primzahl p als Modul und denkcn uns die zugehorige MT 
unter Fortlassung der 0 aufgeschrieben. Irgendeine von 0 verschiedenc 
Zahl s kommt in jeder Zeile einmal vor, im ganzen also (p — 1) mal. 



. Eine Formel für (ajp). 


Wir erhalten so p — 1 Zerlegungen von s in zwei Faktoren. Es kommt 
aber s auch in jeder Spalte einmal vor. Da der erste Faktor die Zeile 
und der zweite die Spalte angibt, in der das Produkt steht, so sind die 
ersten Faktoren sowohl wie die zweiten die sârntlichen Zahlen von 1 bis 
P — 1. In den p — 1 Darstellungen von s als Produkt von zwei Zahlen 
kommcn daher aile Zahlen von 1 bis p — 1 vor, und zwar jede zweimal, 
namlich einmal als erster und einmal als zweiter Faktor. Die MT ist aber 
symmetrisch zur Hauptdiagonale. Zwei Produkte, die symmetrisch zur 
Hauptdiagonale liegen, unterscheiden sich nur durch die Reihenfolge der 
beiden Faktoren, geben also im wesentlichen diesclbe Zerlegung von s. 
Wir müssen jetzt die beiden Falle unterscheiden, wo s ein QN von p ist 
Oder ein QR. Ist s ein QN, so kommt s in der Hauptdiagonale nicht vor, 
da ja in dieser gerade die QR stehen. Daher sind die p — 1 Darstellungen 

1 

von s paarweise einander gleich, und wir erhalten genau P ^ ^ (p — 1) 
verschiedene Zerlegungen 

s ^ ^ • • •) 5 CLp — 2 ^/) — 1 > 

WO die Faktoren ai die Zahlen von 1 bis p — 1 sind. Durch Multiplikation 
foigt 

(67) ». 

Ist aber 5 ein QR, so kommt s wie jeder QR zweimal in der Haupt- 
diagonale vor. Das gibt für 5 zwei Zerlegungen mit gleichen Faktoren, ctwa 

(68) s - (7,^1, 5 

Es ist dann nach dem Modul p, so dal5 wir wegen (68) auch 

haben 

(69) — s = üi — 

Die anderen Zerlegungen kommen wieder paarweise vor, und wenn wir 
von zwei gleichen immer nur eine bcibehalten, so erhalten wir mit Ein- 
schluB von (69) die Darstellungen 

~ 5 -- a^a., s ^ a,,a.p , s - - 

wo die Faktoren ai wieder die Zahlen von 1 bis p — 1 sind. Durch Multi- 
plikation foigt 

= — g. 

Damit haben wir bewiesen: 

Es sei p eine ungerade Prirnzahl, und es bedeute g das Produkt der 

1 

Zahlen von 1 bis p — 1. Ferner sei - (p — 1) = P gesetzt. Es bedeute r 

irgendeinen QR und n einen QN von p. Dann ist nach dem Modul p 

(70) ri" — g, ni' ^ g. 

Da 1 = immer QR ist, so foigt im besonderen für r ^ 1: 

X O 2- 1-b 
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VII. Quadratische Reste. 


Ist P eine ungerade Primzahl, so ist nach dem Modul p 

(71) g = 1 - (p — 1) = — 1. 

Das ist auch richtig für p = 2. Denn dann ist g = 1, und nach dem Modul 2 
ist 1 = — 1. Es gilt aber ferner, daB die Gleichung (71) nur für Prim- 
zahlen richtig ist. Ist namlich p eine zusammengesetzte Zahl, so hat p 
einen von 1 verschiedenen Teiler q, der kleiner ist als p, der also tinter 
den Faktoren von g vorkommt. Wâre (71) auch in diesem Falle richtig, 
so wâre g + 1 durch p und daher auch durch q teilbar, wâhrend doch 
g 4- 1 bei der Teilung durch q den Rest 1 lâBt, da q Teiler von g ist. Damit 
haben wir den Wilsonschen Satz: 

Die ganze positive Zahl p ist dann und nur dann Primzahl, wenn 
1 •2-3---(p — 1) -f 1 

durch p teilbar ist. 

So ist, wenn wir für das Produkt der ganzen Zahlen von 1 bis n das 
Zeichen n\ (lies: n Fakultât) verwenden, 4! -f 1 =^25 durch 5, 6! -f 1 
= 721 durch 7, 10! + 1 = 3 628 801 durch 11 teilbar. 

Nach dieser kleinen Abschweifung kehren wir zu den QR und QN 
zurück. Aus (70) und (71) folgt, daB r^' 1 und n^' == — 1 ist Da auch 

(r/p) 1 und (n/p) — 1, so haben wir den Eulerschen Satz: 

Ist p eine ungerade Primzahl, so ist nach dem Modul p jür jede von O 
verschiedene Zahl a 

/ a\ 4 (/> — !) „ 

(72) 

Hierzu seicn einige Benierkungen geniacht. Nach dem Fermatschen 
Satz ist für U 4^ 0 iinmcr af^~^ --- 1. Da p — 1 ~ 2P, so ist^also nach 
dem Modul p 

aP- ~ 1 — 'i — 1) (flp _j. 0. 

Da p eine Primzahl ist, so rnuB einer der bciden Faktoren 0 sein, und es 
kann auch nur einer 0 sein. Denn sonst wâre ihrc Differenz 2 gleich 0. 
Es ist daher für jede Zahl a 4= 0 entweder a^ gleich -j- 1 oder — 1. Es 
ist auch noch leicht zu sehen, daB das positive Zeichcn gilt, wenn a ein 
QR ist. Ist namlich a ^ g-, so folgt durch Erheben zur P-ten Potenz 
=^^2 g2P ^ gf^~~^, und das ist nach dem Fermatschen Satz -{- 1. Nicht 
so leicht ergibt sich, daB ^ — 1 ist, wenn a ein QN ist, wie der durch 
(72) gegebene Satz aussagt. Nur wenn P eine ungerade Zahl ist, ist der 
Beweis einfach. Denn dann ist a^^ als Produkt einer ungeraden Zahl von 
QN selbst ein QN und kann nicht gleich 1 sein, was ja ein QR ist. Da 
aber a^' nur einen der Werte + 1 oder — 1 haben kann, so muB a^ in 
diesem Falle gleich — 1 sein. AuBerdem zeigt sich, daB in dem Falle, 
wo P ungerade ist, — 1 QN von p ist. Wir gehen nicht weiter hierauf ein 
und begnügen uns mit dem oben für (72) gegebenen Beweise. 
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6. Der Fall a = — 

Wahlen wir in (72) fur a die Zahl — 1, so folgt 
(73) (V') 

Ist also P gerade, etwa P ^ 2m und p = 4m -|- 1, so ist ( — 1/p) = + 1. 
Ist aber P ungerade, etwa P = 2m -f 1 und p — 4m -f 3, so ist ( — 1/p) 
— — 1. Wegen der Bedeutung von ( — 1/p) folgt: 

Die Zahl — 1 ist QR aller PrimzaJilen der Farm 4 m 1 und QN 
aller Primzalilen der Farm 4m + 3. 


7. Der Fall 2. 


In Abschnitt VI, Nr. G haben wir gesehcn, daB 
2 ^ (_ 1)8 

nach dem Modul p. In Verbindung mit (72) folgt für a 2 


(74) 

Oder in Worten: 





I (/>=-!) 


Die Zahl 2 ist QR aller Primzahlen von der Form 8n ± 1 und QN 
aller Primzahlen von der Form 8n ± 3. 

Dieser Satz und der Satz der vorigen Nuinmer heiBen Ergànzungs- 
sàtze zum qiiadratischen Reziprozitàtsgesetz. Dièse Bezeichnung kônnen wir 
erst spâter verstehen. 


8. Das quadratisclie Reziprozitàtsgesetz. 

So einfach wie für — 1 und 2 kann man für andere Zahlen nicht ent- 
scheiden, ob sie QR oder QN von einer Prinizahl p sind. Wir stellen uns 
erst die Frage: Es seien p und q zwei ungerade Primzahlen. Ist dann q 
auch QR von p, wenn p QR von q ist? Oder allgemeiner: In welcherBe- 
ziehung stehen {qjp) und {pjq) zueinander? Gibt es überhaupt eine Be- 
ziehung zwischen diesen beiden GroBen? Wir stellen uns zunâchst eine 
Tabelle mit doppeltem Eingang her. Links und oben schreiben wir die 
ungeraden Primzahlen bis 31 hin. Wir bezeichnen die Zeilen und Spalten 
nach den Zahlen, die neben ihnen oder über ihnen stehen. Wir zeichnen 
dann in den Kreuzungspunkt von Zeile p und Spalte ^ für p 4= ^ ein 
stehendes oder ein liegendes Kreuz, je nachdem {qjp) gleich + 1 oder 
— 1 ist. Für die Primzahlen bis 19 sind die QR auf S. 50 angegeben. 
Für 23, 29, 31 sind die QR 
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23: 1, 4, 9, 16, 2, 13, 3, 18, 12, 8, G. 

29: 1, 4, 9, 16, 25, 7, 20, 6, 23, 13, 5, 28, 24, 22. 

31: 1, 4, 9, 16, 25, 5, 18, 2, 19, 7, 28, 20, 14, 10, 8. 

Die Diagonalfelder der Tabelle bleibcn leer. In Zeile 3 steht also zunâchst 
nichts, dann x, da (5/3) -- (2/3) ^ — 1, dann +, da (7/3) (1/3) = 1, 

dann x, da (11/3) (2/3) ^ — 1 usw. In Zeile 13 steht + an erster 

Stelle, da (3/13) 1, dann x, da (5/13) — 1, dann x , da (7/13) ^ — 1, 

dann x, da (11/13) -= — 1, dann bleibt ein Feld frei, dann -j-, da (17/13) 
(4/13) 1 usw. So erhalten wir die 



Wenn immer (p/q) — {q/p) ware, so müBte die Tabelle zur Hauptdiagonale 
symmetrisch sein. DaB das nicht der Fall ist, sieht man vielleicht am 
deutlichsten, wenn man die Figur so hait, daB diese Diagonale senkrecht 
steht. Fs sind diejenigen Felder, die symmetrisch zur Diagonale liegen, 
und von denen das eine ein stehendes und das andere ein liegendes Kreuz 
enthalt, stark umrahmt. Man sieht: 

Die Zeilen und Spalten 
(75) 5, 13, 17, 29 

sind frei von umrahmten Quadraten. Das bedeutet: Gehort auch nur 
eine der Primzahlen p, q zu den Zahlen (75), so ist (plq) {q/'p)- 
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Aile Felder, abgesehen von den Diagonalfeldern, die nicht in einer der 
Zeilen oder in einer der Spalten (75) liegen, sind umrahmt. Oder: Aile 
Felder, die gleichzeitig in einer der Zeilen iind Spalten 
(76) 3, 7, 11, 19, 23, 31 

liegen, sind umrahmt. Es ist daher dann und nur dann (p/q) — (^/p), 

wenn p und q beide zu den Primzahlen (76) gehôren. 

Wodurch unterscheiden sich die Primzahlen (75) von den Primzahlen 
(76)? Die ersten lassen bei der Teilung durch 4 den Rest 1, die zweiten 
den Rest 3. So kommen wir zu der Vermutung: 

Sind die iingeraden Primzafüen p und q beide von der Form 4n + J, 
so ist (pjq) =- — (plq)^ In allen anderen Fallen ist (pjq) ^ (qlp)> 

Dieser Satz ist richtig und heiBt das qiiadratisclie Reziprozitatsgesetz. 
1 1 

Da {p — 1) und - (^/ — 1) gerade sind, wenn p und q bei der 

Teilung durch 4 den Rest 1 lassen, und ungerade, wenn p und q bei der 
Teilung durch 4 den Rest 3 lassen, so ist 

p — ^ . \ 

2 2 

dann und nur dann ungerade, wenn p und q beide von der Form 4n -f 3 
sind. Daher konnen wir das Reziprozitatsgesetz auch in der Form aus- 
sprechen: 

Sind p und q zwei ungerade Primzahlen, so ist 



Für die Anwendung ist die erste Form die bequernere. 

9. Beweis des F^eziprozitatsgesetzes. 

Zum Beweise verwenden wir die Ergebnisse ans Abschnitt VI, Nr. 5 
und benutzen auch die dort eingeführten Bczeichnungen. Wir haben dort 
gef Linden: 

Ist p eine ungerade Primzahl und q eine ungerade Zahl, so ist nach 
dem Modul p 

wo X folgende Bedeutung hat. Es ist X die Anzahl derjenigen unter den 
PQ Zahlen 

die zwischen — 1 und — P liegen, die Grenzen eingeschlossen. Durch 
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Vergleich mit (72) foigt der GauBsche Hilfssatz, nâmlich dafi 

(79) = (- l)^ 

wo X die eben angegebene Bedeutung hat. Ist auch q eine ungerade Prim- 
zahl, so gilt genau so: 

Es ist , . 

(80) = 

dabei ist (jl die Anzahl derjenigen tinter den PQ Zahlen 


(81) 




O 


Q, 

P, 


die zwischen — 1 und — Q liegen, die Grenzen eingeschlossen. Da die 
Zahlen (78) und (81) sich nur durch das Vorzeichcn unterscheiden, so 
ist ^ auch die Anzahl derjenigen der Zahlen (78), die zwischen 1 und Q 
liegen, die Grenzen eingeschlossen. Ans (79) und (80) foigt 

(82) 

Es ist V = X 4- {JL die Anzahl derjenigen der PQ Zahlen (78), die zwischen 
— 1 und — P Oder zwischen 1 und Q liegen. Unter den Zahlen (78) kommt 
aber die 0 nicht vor. Denn aus qx — py = 0 würde folgen, daf5 zum Bei- 
spiel X durch p teilbar Wcire, was nicht mdglich ist, da x kleiner als p ist. 
Daher ist v auch die Anzahl derjenigen der Zahlen (78), die zwischen — P 
und + Q liegen, die Grenzen eingeschlossen. Da es uns nur auf den Wert 
von ( — 1)'' ankomnit, so brauchen wir von v nur zu wissen, ob es gerade 
Oder ungerade ist. Uni darüber AufschluB zu bekommen, schreiben wir 
uns die Zahlen (78), wie in Abschnitt VI, Nr. 5, in einer Tabelle auf. 
Wir beginnen mit q — p und schreiben rechts von jeder Zahl die uni p 
kleinere und unter jede die uni q grôBere, bis die Tabelle P Zeilen und 
Q Spalten hat. Wir geben einige Beispiele. Die im Intervall — P bis 4- Q 
liegenden Zahlen sind jedesmal stark umrahmt. 

Beispiel 1: p h, q ^ 1\ P === 2, Q = 3. Das Intervall von — P bis 
4- Q enthâlt die Zahlen — 2, — 1, 0, 1, 2, 3. 


2 

— 3 

— 8 

9 



Beispiel 2: p ^ 5, ^ 11 ; P = 2, Q = 5. Das Intervall von — P bis 

4- Q enthalt die Zahlen — 2, — 1, 0, 1, 2, 3, 4, 5. 


G 

1 


— 9 

-14 1 

17 

12 

7 

Ljl 

:±J 
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Beispiel 3: p = 7 , ^ ^ 11 ; P = 3 , Q == 5. 


4 

-'1 

-10 1 

— 17 

— 24 

15 

8 

1 a 

— 6 

— 13 

26 

19 

12 [ 

5 

— 2 


Beispiel 4: p = 11, g = 13; P = 5, Q = 6. 


2 1 — 9 ] 

— 20 

— 31 

— 42 

— 53 

15 1 4 j 

- 7 

— 18 

— 29 

— 40 

28 

17 

6 

— 5 

— 16 

— 27 

41 

30 

19 

8 

L_± 

— 14 

54 

43 

32 

21 

10 1 — 1 1 


Es ist nicht notwendig, aile Zahlen zu berechnen. Ist eine Zabi zu groB, 
so ist jede tinter ihr stehende erst recht zu groB, und ist eine Zabi zu 
klein, so ist jede recbts von ibr stebende erst recbt zu klein. 


Beispiel 5: p = 13, ^ “ 17; P G, Q = 8. 



— 9 


mm 






8 


S 

mm 






12 


Bi 







16 


— 10 


B 





20 

1 ’ 

~ 6 

Bl 






1 

11 

nn 


Beispiel 6: p 19, q 23; P = 9, Q ~ 11. 


m 

— 15 










IZi 

— 11 











12 

h’ 

— 26 










16 

mil 

— 22 









20 

1 ' 

— 18 










24 

Li 

— 14 


WfM 

B 






iBi 

IH 


— 10 

— 29 

B 
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— 25 
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Die Anzahl der umrahmten Felder ist v, und es kommt nur darauf an, 
ob V gerade oder ungcrade ist. Die Tabellen zeigen: 

I. a. kommen die umrahmten Felder paarweise vor. Dreht man nâmlich 
eine Tabelle um ihren Mittelpunkt um 180®, so kommen die redits liegen- 
den umrahmten Felder an die Stclle der links liegenden und umgekehrt. 
Oder: Zwei Felder, die gleichweit vom linken und vom rechten Rande 
und gleichzcitig auch vom oberen und unteren gleichweit entfernt sind, 
sind immer beide umrahmt oder beide nicht. Daher ist v i. a. eine gerade 
Zahl. Es kann v nur ungerade sein, wenn ein mittelstes Feld vorkommt, 
das bei der Drehung um 180® um den Mittelpunkt in sich selbst übergeht, 
das also keinen Partner hat. Und es ist in diesem Fall v ungerade, wenn 
dies mittelste Feld umrahmt ist. Das ist in den, allerdings nur wenigen, 
Beispielen der Fall. Ein solches mittelstes Feld ist dann und nur dann 
vorhanden, wenn die Zahl der Zeilen und die der Spalten beide ungerade 
1 1 

sind, wenn also P = ^ (p — 1) und Q = (q — 1) ungerade Zahlen sind. 


Gelten also die Eigenschaften unserer Tabellen allgemein, so ist v 
dann und nur dann ungerade, wenn P und Q beide ungerade sind, wenn 
also PQ ungerade ist. Daraus würde dann folgen 


(83) 

und wegen (82) 
(81) 


f'-zl H-zl 

(~ 1 )--:(~ 1 ) '2 -2 



oder auch, da {qjp) nur -|- 1 oder — 1 sein kann. 



Das ist aber das Reziprozitatsgesetz. 


Es bleibt zu zeigen, daB die benutzten Eigenschaften unserer Tabellen 
allgemein gelten. Die Zahl qx — py stelit in derTabelIe in der x-tenZeile 
und in der y-ten Spalte. Es ist die erste Zeile soweit vom oberen Rande 
entfernt wie die P- te vom unteren. In derselben Beziehung stehen zu- 
einander die zweite und die (P — l)-te Zeile, ebenso die dritte und die 
(P — 2)- te usw. Es ist also von den Zahlen 


(80) qx'~-py\ py" 


die erste soweit vom oberen Rande entfernt wie die zweite vom unteren, 
wenn 


(87) 


x' + x" -- -■ P \ 1 . 



10. Die Bercchnung von (a/p). 


G3 


Ahnlich folgt, daB die erste soweit vom linkcn Rande entfernt ist wie die 
zweite vom rechten, wenn 

(88) / + y"-Q + i. 

Unsere erste Vermutung geht dahin, daB die beiden Zahlen (86) tinter 
Annahme der Gleichungen (87) und (88) entwedcr beide im Intervall 

(89) — P bis + Q 

liegen oder beide nicht. Die zweite Vermutung sagt aus: Wenn P und Q 
beide ungerade sind, so liegt die dann vorhandene mittelste Zabi 


( 00 ) 


P + 1 Q I- 1 P + 1 Q + 1 

go = Q P ^ = (2Q + 1) ^ - (2P + 1) 

= I (2PQ + 2Q + P + 1 - 2PQ _ 2P - Q - 1) r.: ^ (Q _ P) 


im Intervall (89). 

À 


M 


B 

—i— 


Gi' -P 


O g Gi *Q 


Um die beiden Vermutungen zu beweisen, tragen wir auf der Zahlen- 
geraden (siehe obige Figur), die den Zahlen — P und Q entsprechenden 
Punkte A und B auf. Dem Mittelpunkt M von AB entspricht das Mittel 

1 

der beiden Zahlen — P und h Q, also die Zahl ( — P + Q) Die 

zweite Vermutung ist daher sicher richtig. Wegen (86), (87), (88) und (90) 
ist das Mittel von g' und g" 

1 P + 1 Q 1 1 

(91) - (g + g") -- ? - ~~ P go- 

Der Punkt, der der Zahl {g' -f g")/2 entspricht, ist aber die Mitte der 
Strecke G' G", wenn G' und G" die Punkte sind, die den Zahlen g' und g" 
entsprechen. Nach (91) ist die Mitte von G' G" glcich der von AB. Daraus 
aber folgt, daB die Punkte G' und G" cntweder beide der Strccke AB 
angchôren oder beide nicht. Das ist aber die erste Vermutung. Die Figur 
ist für P - 13, q 23 gezeichnet. Die Punkte G J, G'/ entsprechen 
x' = 3, y' = 5 und Go, Go x' = y' 6. 

Damit ist das quadratische Reziprozitatsgesetz bewiesen. 


10. Die Bcrechnung von {ajp). 

Zuniichst stellen wir die Satze zusammen, die wir zur Berechnung 
von {ajp) verwenden. 
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1. Es ist {afp) = (a'/p), wenn a = a! nach dem Modul p. 

2. Es ist 



3. Man kann in a enthaltene quadratische Faktoren fortlassen. 

4. Es ist (1/p) == 1. 

5. Es ist ( — 1/p) gleich -f 1 odcr — 1, je nachdem p die Form -f- 1 
Oder \n — 1 hat. 

6. Es ist (2/p) gleich + 1 oder — 1, je nachdem p die Form 8/2 ± 1 
Oder 8n i 3 hat. 

7. Ist q eine von p verschiedene ungerade Primzahl, so ist (plq) = — (qIp), 
wenn p und q beide von dcr Form 4/2 — 1 sind. Sonst ist (p/q) = (q/p). 

Dicse Regeln konncn in folgender Weise zur Bercchnung von (a/p) 
benutzt werden. Wegen 1. kônnen wir a durch den positiv oder absolut 
kleinsten Rest nach p ersetzen, etwa durch b. Es ist dann b positiv und 
kleiner als p, oder es liegt zwischen — p/2 und + p/2. So ist (95/17) 
n.: (10/17) = (— 7/17), (357/59) (3/59), (378/101) = (75/101), (40/41) 

= ( — 1/41). Dann zerlegt man b in Primfaktoren und erhâlt nach 2. fur 
(b/p) ein Produkt von Legendreschen Symbolen, deren obéré Zahlen 
— 1,2 oder eine ungerade Primzahl sind. Dabei kann man nach 3. quadra- 
tische Faktoren von b gleich fortlassen. So wird (10/17) = (2/17) • (5/17), 
(-7/17) - (-1/17) -(7/17), (15/59) (3/59) • (5/59), (75/11) - (52-3/11) 

(3/11). Manchmal kann man auch vorteilhaft gleich die Regel 2 an- 
wenden, besonders dann, wenn a einen quadratischen Faktor enthalt. So 
ist (2 • 33 • 5797) - (2 • 3/97) = (2/97) • 6V-^7), (529/43) = (23^/43) -- 1. 
Auch kommt man manchmal cher zum Ziel, wenn man a nicht gerade 
durch den kleinsten Rest ersetzt, sondern durch eine andere Zahl, die 
ihr nach dem Modul p gleich ist. So ist (185/11) (196/11) ^ (142/II) 

-- 1, (957/43) - (1000/43) -- (10^ • 10/43) = (10/43) = (2/43) • (5/43). 

Der Wert der etwa vorkommenden Faktoren ( — 1/p) und (2/p) er- 
gibt sich ans Regel 5 und G. In den anderen Faktoren {q/p) ist q eine un- 
gerade Primzahl, die kleiner ist als p. Nach Regel 7 ersetzen wir (q/p) 
durch (p/q) oder — (p/q). In (p/q) konnen wir dann wieder nach Regel 1 
die obéré Zahl p durch ihren Rest nach q ersetzen, so dab wir kleinere 
Zahlen bekommen. So wird die Aufgabe der Berechnung von (a/p) auf 
Aufgaben derselben Art, aber in kleineren Zahlen zurückgeführt. Das Ver- 
fahren kann man fortsetzen, bis man zu Legendreschen Symbolen kommt, 
deren obéré Zahl 1, — 1 oder 2 ist, und deren Werte man nach Regel 4, 5 
und G angeben kann. 
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Beispiele: 





— 1 Oder 



^ 1 Oder 



-- 1 . 
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11. V e r e i n f a c hu n g d e r R e c Ii n u n g 
dur cil das Jacobische Symbol. 

Wir bctrachten das Bcispicl (253/257). Was erhalten wir, wenn wir 
253 für eine Primzahl haltcn würden? Wir würden rechnen: 



wie wir auch in Nr. 10 gefunden haben. Oder, wenn wir 111 für eine Prim- 
zahl hielten, würden wir rechnen: 




11. Vereinfachung der Rechnung durch das Jacobischc Symbol. 07 


Oder: 

/ 365 \ /1933\ n08\ \ ( ^ \ ( 

\T 933 / ~ / \~365 / ~ V”^ / \"36^ / \"365 / ' V 3 "^ / 

^ — 1, wie in Nr. 10. Ist das Zufall? 

Wir werden so dazu geführt, das Legendresche Symbol auch für den 
Fall zu definieren, dab p keine Primzahl ist, und zwar moglichst so, dab 
die Rechenregein erhalten bleiben. Nach den Beispielen zu urteilen, er- 
scheint das nicht aussichtslos. Es sei P eine iingerade Zabi, und es sei, 
in Primzahlen zerlegt, 

(93) P - PiPi--p,; 

wo die P/; Primzahlen sein sollen, die nicht voneinander verschieden zu 
sein brauchen. Wir definieren dann für ein zu P teilerfremdes a das Symbol 
(a/P) durch die Gleichung 

Das so definierte Symbol heibt Jacohisches Symbol. Wir haben zu unter- 
suchen, ob die im Anfang vonNr. 10 angegebenen Rechenregein auch für 
dieses Symbol gelten. 

1. Es sei a - a' nach dem Modul P. Das bedeutet, daB a — a' durch 
P teilbar ist. Dann ist aber a — a' auch durch jedes in P enthaltene 
pj. teilbar, so daB auch a =--■ a' nach pi^. Daher ist nach Regel 1 in Nr. 10 




und aiso nach der Définition (94) 


(95) 




wenn a ~ a' nach P. 


2. Ist auch b teilerfremd zu P, so ist nach (94) 



Durch Multiplikation von (94) und (96) folgt unter Benutzung der 
Regel 2, Nr. 10 




68 


VII. Quadratische Reste. 


und in sinngemâBer Anwendung der Définition (94) 



Ebenso folgt, wenn auch c teilerfremd ist zu P, 



3. Da nach (94) auch (a/ P) nur die Werte +1 und — 1 haben kann, 
so folgt ans (98), daB man in a enthaltene quadratische Faktoren fortiassen 
kann. 

4. Da immer (l/p;^) 1, so ist nach (94) auch (1/P) = 1. 

5. Es sei fl = — 1. Wir rechnen nach dem Modal 4. Wir haben dann 
zwei ungerade Zahlen, — 1 und -j- 1. Es ist P dann und nur dann gleich 
— 1, wenn von den r Faktoren eine ungerade Anzahl gleich — 1 ist. 
Es ist aber ( — l/p/^) dann und nur dann gleich — 1, wenn Pk = - i ist. 
Daher ist nach (94) ( — 1/P) dann und nur dann gleich — 1 , wenn eine 
ungerade Anzahl der Faktoren p/^ gleich — 1 ist, wenn also P ^ — 1 
ist. Das heiBt aber: Es ist ( — 1/P) gleich + 1 oder — 1, je nachdem P 
von der Form 4n + 1 oder 4n — 1 ist. 

6. Es sei a = 2. Wir rechnen nach dem Modal 8, An ungeraden Zahlen 
haben wir dann +1, — 1, + 3, — 3. Da 

±1-±1=±1, ±l-±3-i3, ±3-±3 = ±l, 

so ist P dann und nur dann gleich ± 3, wenn die Anzahl derjenigen 
Faktoren p;- , die gleich ± 3 sind, ungerade ist. Ferner ist nach Regel 6 
in Nr. 10 (fi/Ph) dann und nur dann — 1, wenn Pa- — i 3. Daher ist 
wegen (94) (2/P) dann und nur dann gleich — 1, wenn die Anzahl der 
Pa, die gleich ± 3 sind, ungerade ist, wenn also P ^ ± 3 ist. Das heiBt 
aber: Es ist (2/P) gleich -f- 1 oder — 1, je nachdem P von der Form 
8n i 1 oder Sn ± S ist. 

7. Es sei Q eine angerade zu P teilerfremde Zahl, und es sei, in Prim- 
zahlen zerlegt, 

(99) Q = • • • 9,s- 

Es ist dann nach (94) und nach der Rechenregel 2 



Rechts stehen hier rs Faktoren, da jedes oben und jedes pA unten 
steht, in jeder môglichen Zusammensetzung. Wir rechnen nach dem 
Modul 4, so daB nur die ungeraden Zahlen 1 und — 1 vorhanden sind. 
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Von den Primzahlen pj^ môgen a und von den Primzahlen qj^ môgen p 
gleich — 1 sein. Es ist P dann und nur dann — 1, wenn a, und Q dann 
und nur dann — 1, wenn p ungerade ist. Ferner unterscheiden sich 
(QilPk) und (piilQi) dann und nur dann durch ein Minuszeichen, wenn 
P/f und qi beide gleich — 1 sind. In dem Produkt auf der rechten Seite 
von (100) gibt es genau ap Faktoren, wo sowohl die obéré wie die untere 
Zahl gleich — 1 ist. Es mu6 nâmiich die untere Zahl gleich einer der 
a Zahlen pi^ sein, die gleich — 1 sind, und die obéré Zahl gleich einer 
der P Zahlen die gleich — 1 sind. Diese müssen aber auf aile Arten 
miteinander kombiniert werden. Nun ist ap dann und nur dann ungerade, 
wenn a und p ungerade sind, wenn also P und Q beide gleich — 1 sind. 
Es unterscheiden sich daher 



dann und nur dann durch ein Minuszeichen, wenn P und Q beide gleich 

— 1 sind, d. h. die Form 4n — 1 haben. Oder: 

Sind P und Q zwei ungerade teilerfremde Zahlen, so ist (Q/P) == 

— (P/Q), wenn P und Q beide von der Form — 1 sind. Sonst ist 
(P/Q) = (Q/P). 

Wir sehen also, es war kein Zufall. Denn für das neue Jacobische 
Symbol (û/P), wo P eine ungerade zu a teilerfremde Zahl ist, gelten 
genau dieselben Rechenregeln wie für das ursprüngliche Legendresche 
Symbol. Aber bitte, lieber Leser, komme nicht auf den Gedanken, es 
hâtte auch dieselbe Bedeutiing. Es ist nicht so, dal5 (a/P) dann und nur 
dann gleich + 1 ist, wenn a quadratischer Rest von P ist, wenn es also 
eine Quadratzahl gibt, die sich von a nur durch ein Vielfaches von P 
unterscheidet. Es ist zum Beispiel (u/25) = (a/5)2 = -f 1 für beliebiges 
zu 5 teilerfremdes a. Es ist aber sicher nicht jedes solche a quadratischer 
Rest von 25. 

Beispiele: 

/1007\ /1933\ /— 81\ /— 1 \ / 02 \ 

\ 193 ? ) ~ \ 1007 / ~ \Jooî) ” \Jm ) VTo07~ / ” * 

Oder auf die frühere Art: 



/ 525 \ /1009\ /484\ _ / 22^ \ _ 

VTÔÔ O ) “ \ 5 2 5 / ~ ~ ~ 
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Oder: 



Wir haben aiso einen Weg, auf déni wir bestinimen kbnncn, ob eine 
Zabi a QR einer Primzahl p ist oder nicht, ob also j/a nach dem Modul p 
vorhanden ist oder nicht. Ist (a/p) -= + 1, so haben wir zur Bestimmimg 

von ]/a nur die Môglichkeit, die Quadrate der Zahlen von 1 bis (p — 1) 

zu berechnen und zu sehen, welches von ihnen nach p glcich a ist. Man 
vergleiche hierzu Nr. 7 in Abschnitt VIII. 

12. Zwei Aufgaben. 

/. Von welclien nngcraden Primzahlen p ist 5 QR? 

Da 5 die Form n f 1 hat, so ist 5 QR von p, wenn p QR von 5 ist, 
wenn also p nach dem Modul 5 gleich ± I ist. Wir haben daher: 

Es ist 5 QR aller Primzahlen der Form 5/? rt ^ und QN aller von 
der Form 5/z ± 2. 

2. Von welchen iingeraden Primzahlen p ist '3 QR? 

Wir haben jetzt zwei Falle zu untcrscheiden, je nachdem p von der 
Form 4 n 1 oder 4 n — 1 ist. 

Fall 1 : Es ist p von der Form 4n -f l. Es ist 3 QR von p, wenn 
p QR von 3 ist, wenn also p nach dem Modul 3 gleich 1 ist. Es muB daher 
p sowohl bei der Teilung durch 4 wie bei der durch 3 den Rest 1 lassen, 
so dal3 p — 1 durch 3 und 4, also durch 12 teilbar ist. 

Fall 2: Es ist p von der Form 4n — 1. Dann ist 3 QR von p, wenn 
p QN von 3 ist, wenn also p die Form 3n — 1 hat. Es muB daher p -f 1 
durch 3 und durch 4 teilbar sein, also durch 12. Ergebnis: 

Es ist 3 QR aller Primzahlen der Form 12 n + 1 und QN aller von der 
Form 12/z 5. 

Bemerkung: Die ungeraden Zahlen der Form 12// i 3 sind, ab- 
geschen von 3, keine Primzahlen. 

12. Quadratische Reste 
von der Potenz einer ungeraden Prinizahl. 

Es sei p eine Primzahl und a eine positive Zahl. Dann heiBt eine 
nicht durch p teilbare Zahl a ein QR von p°, wenn sie nach dem Modul p^ 
gleich einer Quadratzahl ist, sonst QN von p^. Die durch p teilbaren 
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Zahlen lassen wir aiso beiseite. In dieser Nummer betrachten wir den 
Fall, wo P ungerade ist. Dann gilt: 

Eine Zahl a ist dann and niir dann QR von der Potenz einer ungeraden 
Primzahl p, wenn sie QR von p ist. 

Der erste Teil der Behauptung ist klar. Denn wenn a nach déni 
Modul p^ gleich einer Quadratzahl g^ ist, so ist sie auch nach dem Modul p 
gleich einer Quadratzahl, nâmlich auch gleich g^. Den zweiten Teil der 
Behauptung werden wir dadurch beweisen, daB wir zeigen, wie man immer 
eine Zahl xj^ finden kann, so daB xjj — a durch teilbar ist, sobald man 
eine Zahl kennt, für die Xj — a durch p teilbar ist. 

Es sei (a/p) = 1, und x^ sei einer der Werte von ]/a, so daB x^ — a 
durch p teilbar ist. Unscr Ziel ist, der Reihe nach Zahlen Xg, Xg usw. so 
zu bestimmen, daB x^ — a durch p^, x-J — a durch p^ teilbar wird, usw. 
Bei Xi kommt es auf Vielfache von p nicht an. Setzen wir dahcr 
Xg = Xi -f y^p, so ist x;-; — a jedenfalls durch p teilbar, und wir konnen 
versuchen, die Zahl y^ so zu bestimmen, daB x.-’ — a durch p^ teilbar wird, 
also nach dem Modul p^ gleich 0 ist. Nach dem Modul p- ist aber, wenn 
wir Xj — a == a^p setzen, 

Xj-; — a = (fli + 2Xiyi)p, 

und das ist dann und nur dann 0 nach p-, wenn a^ -|- 2 Xj^yi 0 nach p. 
Da Xi - y a nicht durch p teilbar ist, und da p ungerade ist, so ist 2Xi 
zu p teilerfremd, und dahcr ergibt sich eindeutig gleich — ^iZ-x^ 
nach p. Wir bezeichnen den Wert, den — V-Xj nach dem Modul p hat, 
mit Z, so daB y^ - OiZ wird. Es ist aber zu bcachtcn, daB y^ nur bis auf 
Vielfache von p bestimmt ist. Wir werden immer für y^ den positiv 
kleinsten Rest nach p wahlen, um nicht unnôtig groBe Zahlen zu erhalten. 
Es ist jetzt xl — a durch p^ teilbar, und wir setzen x';; — a = a^p^. Setzen 
wir X3 Xg T y2P^ so ist auch x- — a durch p^ teilbar, und wir be- 
stimmen y 2 so, daB xj- — a den Teiler p^ bekommt. Nach dem Modul p^ ist 

xj — a^ia^ + '2x^y.,)p\ 

und das ist dann und nur dann 0 nach p^, wenn a^ -f 2x2y2 ^ ^ 0 nach p. 
Da aber Xg x^ nach p, so ergibt sich eindeutig y 2 ^ "" ^2^- 

Dabei ist wieder daran zu denken, daB es bei y^ wie bei y^ auf Vielfache 
von p nicht ankommt. Wir setzen x- — a a^p^, wo a^ ganz ist. Ferner 
wahlen wir X4 ~ X3 + y^p^ und bestimmen yg aus der Bedingung, daB 
X“ — a durch p'^ teilbar sein soll. Wir finden y^ ^ a^z nach p. In dieser 
Weise konnen wir fortfahren, bis wir zu einer Zahl x^ kommen mit der 
Eigenschaft, daB x<5 — a durch die gegebene Potenz p® von p teilbar ist. 
Wir stellen die zur Berechnung dienenden Formeln übersichtlich zu- 
sammen. 



72 


Vil. Quadratische Reste. 


Xj ]/a, — l/2Xi = Z nach p. 

(x\ — a)lp -- ûj, yi = a^z nach p, Xg -- Xi + y^p; 

(x^ — û)/p2 -= «2, ya = ^2^ ri3ch P, Xg = Xg + y^p^\ 

(x\ — a)lp^ == Og, yg = a^z nach p, X4 - Xg + ygp^; usw. 

Das Verfahren sei an einigen Beispielen erlâutert. 

Beispiel 1: p = l, p^ = 49, p® = 343, p* = 2401 ; a = 86, a =- 4. 

Es ist (86/7) =- (2/7) =- 1, Xj == 3, z = — 1/6 -- 6/6 -- 1. 

(32 — 86)/7 = — 11 = ûj, yi — 11 =3, X2 - 3 + 3 • 7 = 24; 

(242 — 86)/49 - (576 — 86)/49 = 10 = yg = 10 = 3, 

Xg - 24 + 3-49 171; 

(1712 — 86)/343 = (29241 — 86)/343 == 85 = Û3,y3 = 85 1, 

X4 =- 171 4- 1 *343 - 514. 

Es ist daher 5142 — gg dm-ch 7^ teilbar, oder es ist ein Wert von y86 
n ach dem Modul 7^ gleich 514. 

Beispiel 2: p = 5, p2 = 25, p® -- 125, p^ = 625, p^ = 3125; a = 101. 

Es ist (101/5) -- (1/5) - 1, X4 == 1, Z = — 1/2 = 4/2 = 2. 

(12 — 101)/5 ^.^20 = fli, yi — 40 = 0, Xg -- 1 ; 

(12 — 101)/25 = — 4 - ag, y2 - — 8 - 2, Xg - 1 2 • 25 = 51, 

(512 — 101)/125 ^ (2601 — 101)/125 = 20 = flg, yg -= 40 = 0, 

X4 ™ Xg = 51 , 

(512 __ ioi)/625 ^ 4 -= «4, y4 - 8 - 3, Xg =- 51 + 3 • 625 - 1926. 

Es ist daher nach dem Modul 5® — 3125 ein Wert von ]/l01 gleich 1926. 

Beispiel 3: p = 17, p2 - 289, p® =- 4913, p" == 83521 ; a 3408. 

Es ist (3408/17) = (8/17) = (2/17) = 1, Xi == 5, z = — 1/10 = — 120/10 
- — 12 = 5. 

(52 — 3408)/17 ---—199 -- fli, yi 5-199 =—5-12 60=-8, 

Xg == 5 + 8 • 17 = 141 ; 

(1412 — 3408)/289 ^ 16473/289 = 57 ûg, 72 ^ * ^7 = 5 • 6 = 30 

= 13 ; 

Xg 141 + 13*289 == 3898; 

(38982 — 3408)/4913 = 15190996/4913 3092 = flg, 

yg 5 • 3092 5 • — 2 == 7, X4 -= 3898 + 7 • 4913 -= 38289. 

Daher ist einer der Werte von |/3408 nach dem Modul 17^ gleich 38 289. 

Wir sehen: Ist a QR von p und kennen wir einen der beiden Werte, 
die y a nach dem Modul p hat, so konnen wir eine Zahl g so bestimmen, 
daB g2 — Q durch eine gegebene Potenz von p teilbar wird. Dabei ist 
nur eine Divisionsaufgabe zu lôsen, nâmlich die Bestimmung von 
Z = — 1/2x4. übrigen verwenden wir nur Addition, Subtraktion und 
Multiplikation. Wir erhalten so einen der Werte, etwa g, die ]/û nach 
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dem Modul p® hat. Es fragt sich, ob ya noch andere Werte haben kann 
und welche. Es sei auBer auch nach gleich a. Dazu ist notwendig 
und hinreichend, daB 

g2 _ /i2 =: (g — fl) (g + fl) 

durch teilbar ist. Es kônnen nicht beide Faktoren g ■ — h und g + /i 
den Teiler p haben, weil ihn sonst auch ihre Summe 2g hâtte. Daher ist 
der eine der Faktoren zu p teilerfremd und der andere durch p® teilbar. 
Es ist also entweder /z == g oder h = — g nach p^. Ergebnis: 

Jst p eine ungerade Primzahl und a eine positive Zahl, so ist y a nach 
dem Modal p^ dann und nur dann vorhanden, wenn a QR von p ist. Es 
hat dann ]/a zwei Werte, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden, 

14. Quadratische Reste einer Potenz von 2. 

Wir beschrânken uns auf zu 2 teilerfremde, also ungerade Zahlen. 

Nach dem Modul 2 gibt es nur eine ungerade Zahl, die 1, und diese 
ist QR von 2. Daher ist jede ungerade Zahl a QR von 2, und es hat ]/a 
nach 2 nur den einen Wert 1. 

Nach dem Modul 4 gibt es zwei ungerade Zahlen, 1 und 3 == — 1. 
Ihre Quadrate sind beide gleich 1. Es sind daher die Zahlen der Form 
4n + 1 und nur diese QR von 4, und wenn a eine solche Zahl ist, so hat 
y a nach 4 die beiden Werte ± 1. 

Nach dem Modul 8 gibt es vier ungerade Zahlen, 1, 3, 5, 7 oder 
db 1, ± 3. Ihre Quadrate sind gleich 1, so daB eine Zahl a dann und nur 
dann QR von 8 ist, wenn sie die Form 8n -f 1 hat, und ]/a hat die vier 
Werte db 1, ± 3 nach dem Modul 8. 

Es sei jetzt a eine Zahl, die mindestens gleich 3 ist. Soll eine ungerade 
Zahl a QR von 2® sein, so muB sie jedenfalls QR von 2^ =- 8 sein, also die 
Form 8n + 1 haben. Wir zeigen, daB diese Bedingung auch hinreicht, 
und zwar, indem wir ahnlich wie in der vorigen Nummer der Reihe nach 
Zahlen x^, x^, Xg usw. bestimmen, so daB x^ — a durch 2^ teilbar wird. 
Wir wâhlen = Xg Xg = 1. Da a von der Form 8n + 1 sein muB, 
so wird — a durch 8 teilbar. Wir setzen — a = Sûg. Wâhlen wir 
^4 = ^3 + 4)^3, so wird x - — a = 8(^3 + x^y^) nach dem Modul 2^^. Es 
wird daher x^ — a durch 16 teilbar, wenn a^ + x^y^ eine gerade Zahl 
ist. Da X3 = 1, so ist das der Fall, wenn y^ ^ — a^^ a^ nach 2. Wir 
wâhlen also y^ gleich 0 oder 1, je nachdem a^ gerade oder ungerade ist. 
Wir setzen x| — a = 2‘^a^ und X5 = x^ -f 2^y^, Es wird xg — û = 
2^(a4-f- X4y4) nach dem Modul 2^ so daB x\ — a durch 2^ teilbar wird, 
wenn a^ -f- X4y4 gerade ist. Da X4 X3 -(- 4y3 1 -f lyg, so ist X4 un- 

gerade, und y4 muB nach 2 gleich a^ sein. Wir setzen dann x | — a = 'l^a^ 
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und X(5 X5 + 2^y5, wo wir gicich O odcr 1 wahlen, je nachdem 
gerade oder ungerade ist. In dieser Weise kdnnen wir fortfahren, bis wir 
zu der gesuchten Zabi Xq konimen. Wir stellen die Formeln übersichtlich 
ziisanimcn. 

Es sei a cine Zabi der Forni 8/z 1. Wir setzcn Xg = 1 und dann 

recbnen wir nacb dem Schéma : 

(X -; — û)/8 -r flg, yg : : flg iiacb 2, X4 Xg + 2^ yg ; 

(xj — a)/lG =- «4, y4 -= «4 nacb 2, Xg := X4 + 

(Xr; — a)/32 ûg, yg luicb 2, x« Xg + 2^5; usw. 

Es ist dann x^ — a durcb 2^ tcilbar. Es sei nocb darauf bingewiesen, 

dab yi- gleicb 0 oder 1 ist, je nacbdeni aj- gerade oder ungerade ist. 


Beispiel: a 1001 

8 • 12;j 

► + 

X3 -- 

1 , OC 

- 11. 

(1^- 

-10()l)/8 ^ — 

-125 - 


yg== 1 


1 + 4 = 5 ; 


-10ül)/l(i - — 

-6l - 


yi - y 

r ^5 ^ 

5 1- 8 - 18 ; 

(i;i2 

-- i()()i)/;i2 -= 

-26 -- 

tfg. 

y, 0 

, - 


(l;F 

— I 00 l)/(i 4 — 

- la :: 


y« -- 1 

, X7 - - 

1 .'! ^ 32 -- 4 

(452 

— I()ü 1 )/t 28 8 

' ^ 7 ) 

y? 

: 0, Xs 

- X7 - 

= '' 5 ; 

«8 - 

= ys -= 0, x, 



i, y» 

*», Xio 

— X9 • ^ 45 ; 

^^10 = 

“ yio — ^11 

- 45 - 

f 2« 

= ^.5 -t 

- 512 - 

- 557 . 


Es ist daber 557^ — 1001 durcb 2 ” 20^j 8 teilbar. Es ist in der Tat 

r) 57 “ — 1001 ;no2Ao ~ 1001 : :u )9248 -- 1.71 • 2048. 

Nacbdeni wir geseben baben, wie wir immer einen der Werte, die 
y a nacb dem Modul 2® bat, finden konnen, fragen wir nacb den etwa 
vorbandenen anderen Werten. Es sei g der gefundene Wert und h ein 
anderer. Dann ist 

te - 1-/0 

durcb 2°^ teilbar, und, wenn das der Fall ist, so ist gleicbzeitig mit g 
aucb II ein Wert von ]/a. Da g und h ungerade Zablen sind, so sind beide 
Faktoren g — h und g -\- h durcb 2 teilbar, aber niebt beide durcb 4. 
Demi ibre Suninie, 2g, ist niebt durcb 4 teilbar. Daber niuB einer der 
Faktoren mindestens durcb 2°^“^ teilbar sein. Nacb dem Modul 2°^ muB 
daber li gleicb g, g | 2^^^ — g oder — g — sein. Es bat zum Bei- 

spiel |/l00l nacb dem Modul 2048 die 4 Werte d: 557, i 1581 oder aucb 
die Werte 557, 2048 — 557 - 1491, 1581, 2048 — 1581 =: 467. 
Ergebnis: 

Nüc/i dem Modul 2 ist Y a fur jede ungerade Zahl a vorlianden und 
liât den Wert 1. 

Nacli dem Modul t ist Y a fur fede Zahl der Form 4n -y 1 vorlianden 
und liât die Werte 1. 
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Für OL> 3 ist ]/a jür jedes a der Fonn Sn 1 nach dem Modal 2^ 
vorhanden and liât vier Werte. Ist g einer von ifinen, so sind die anderen 


15. Quadratische Reste von einer ganzen Zahl m. 


Es sei m eine positive Zahl und a irgendeine Zahl. Wir stellen uns 
fülgcnde drei Fragen: 

1. Wann gibt es eine Zahl x, so dah x^ — a 0 nach dem Modal m, 
wann ist also ]/a nach dem Modal m vorhanden? 

2. Wie finden wir die etwa vorhandcnen Werte von |/a? 

3. Wie viele nach dem Modal m verschicdene Werte von ]/a gibt es, 
wenn es übcrhaapt welche gibt? 

Wir beschranken mis in dieser Nnmmer aaf den Fall, wo a and rn 
teilerfremd sind. In diesern Faite heijit a ein QR von m, wenn die 
Gleichiing x^ — a = 0 nach m eine Lôsung hat. Wir schreiben m in der 
Form 


( 101 ) 


a, a, a,. 

- Pi Pi ■ ■■P,' 


WO die Pi- voneinander verschicdene angcrade Primzahlen sein sollen. Ist 
x2 — a darch m teilbar, so aach darch jeden Teiler von m. Es ist daher 
a QR eines jeden Teilers von m, wenn es QR von m ist. Notwendig dafür, 
daB a QR von m ist, ist also, daB erstens a QR von jeder in m enthaltenen 
angeraden Primzahl ist, mid daB zweitens a QR von 2, 4 oder 8 ist, wenn 
[X 1, 2 Oder groBer als 2 ist. Diese Bedingangen seien erfüllt. Wir be- 
stimmen dann r Zahlen x.^, . . ., x,. so, daB 


( 102 ) 


x^ — a - O nach 


Nach Nr. 13 ist das môglich. Ist [x > 0, so bestimmen wir ferner eine 
Zahl Xo so, daB 

(103) X- — a -- O nach 2^^, 


was nach Nr. 1^» aasführbar ist. Dann berechnen wir eine Zahl x, die 
nach dem Modal gleich x^. ist, and zwar für k 1, 2, . . ., r, and 
die ferner, wenn jx >0, nach dem Modal 2^^ gleich x^ ist. Man vergleiche 
Abschnitt V, Nr. 6. Wir kcinnen ans diese Zahl x in folgendcr Weise her- 
stellen. Znnachst sctzen wir 


(104) 


m 

ni 

, ni J 

2M k 

P? 


Es ist teilerfremd za p“'‘, so daB die Zahl 1/m^^ nach dem Modal p^/" 
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vorhanden ist. Das heiBt, es gibt eine Zahl y^., so daB 

(105) = 1 nach 

Ist {X > 0, so gibt es, da m^y ungerade ist, eine Zahl y^, so daB 

(106) 1 2^^. 

Ist [x 0, so setzen wir 

(107) X + l-Xry;.m;., 

und, wenn (x > 0, so sei 

(108) X = Xoyomo -h + • ' • + X;.y;.m,.. 

Rechnen wir nach dem Modul so sind die Zahlen m. aile 0 bis auf 

m/; und nach (105) ist y^mA- 1. Daher wird nach (107) und (108) x = Xa, 

wie wir es wünschten. Ist (x > 0, so sind aile m/, auBer tîIq, durch 2^^ teil- 
bar, also gleich 0 nach dern Modul 2^^, wahrend nach 2^^ gleich 1 

ist. Rechnen wir daher nach dem Modul 2^^, so werdcn aile m/ zu 0, auBer 
my, und nach (106) wird yo/Ho gleich 1. Daher wird nach (108) x X(„ 
wie wir es haben wollten. 

Es ist also unter Benutzung von (102) 

X x^., x^ — ^ ~ ^A — ^ ^ 

Ferner ist für ix> 0 wegen (106) 

X Xo, x^ — = xl — a ^ 0 nach 2^^. 

Daher ist x- — a durch 2^, durch durch . . ., durch teil- 
bar, also auch durch m, d. h. es ist 

(109) x^ — a M) nach m. 

Damit haben wir gezeigt, daB und wie wir eine Losung von (109) finden 
kônnen. Die oben angcgebcnen notwendigen Bedingungen dafür, daB a 
ein QR von m ist, sind also auch hinreichend. Daher haben wir: 

Es sei m eine positive Zahl. Sie enthalte den Faktor 2 in der \i-ten 
Potenz. Ferner sei a eine zu m teilerfremde Zahl. Dann ist a daim und nur 
dann QR von m, wenn a QR von jeder in m aufgehenden ungeraden Prim- 
zahl ist, und wenn a jür (x 2 QR von 4 und für [i> 2 QR von S ist. 

Wir fragen uns jetzt, wie wir ans einern Wcrte von Ÿa nach dem 
Modul m die etwa vorhandenen anderen finden kônnen. Dabei wird sich 
dann auch ergeben, wie viele Werte ]/a hat. Es sei g einer der Werte 
von y a. Irgendein anderer sei h. Es ist sowohl g^ wie h'^ nach m gleich a, 
so daB 

( 110 ) 


— {g — h) (g + II) 
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durch m teilbar sein mu6. Ist das der Fall, so ist umgekehrt mit g auch 
h ein Wert von ]/a. Wir setzen 

(111) m = • • • p“'-, 

wo, wie in (101), die voneinander verschiedene ungerade Primzahlen 
sind. Da a teilerfremd zu m ist, so gilt dasselbe von g und h. Für [x > O 
sind daher g und h ungerade. Wir unterscheiden verschiedene Fâlle. 


Fall 1. Es sei [x = 0. 

Es ist m == iUq eine ungerade Zahl, aiso nicht nur zu g, sondern auch 
zu 2 g teilerfremd. Daher kônnen die Faktoren g — h und g + h keinen 
gemeinsamen Teiler haben, der in m aufgeht. Denn der würde auch in 
ihrer Summe, 2 g, enthalten sein. Nun muB sich m in zwei Faktoren s 
und t so zerlegen lassen, daB der eine ein Teiler von g — /z, der andere 
von g + /z ist, damit g^ — durch m teilbar wird. Nach dem eben Ge- 
sagten müssen s und t teilerfremd sein. Es seien jetzt 


( 112 ) 52/2» • • •> 

die samtlichen Zerlegungen von m = in je zwei zueinander teiler- 
fremde Faktoren. Dabei sollen zwei Zerlegungen auch dann als ver- 
schieden gelten, wenn sie sich nur durch die Reihenfolge der Faktoren 
unterscheiden. Soll g^ — lï^ durch teilbar werden, so kann das nur 
auf eine der p Arten geschehen, daB g — h durch und g h durch 
teilbar wird. Wir haben also zu versuchen, p Zahlen /z^, . . ., /Zp so zu 

bestimmen, daB 


(113) 


lik == 


I 


g nach s,;, 
— -g nach tk- 


Nach Abschnitt V, Nr. 6 ist hierdurch hk nach dem Modul Sktk = 
eindeutig bestimmt, da {Sk, tk) ^ 1- Daher gibt es nach m genau p Werte 
für ya, nâmlich die Werte /Zj, /Zg, . . ., /Zp. Unter diesen ist natürlich g 
enthalten. Es ist etwa lip ^ g, wenn Sp = m, tp — 1 ist. 

Frage: In welcher Beziehung stehen zwei Werte von ]/û, die zwei 
Zerlegungen von m entsprechen, die sich nur durch die Reihenfolge der 
Faktoren unterscheiden? 

Wir haben noch die Anzahl p der môglichen Zerlegungen von m in je 
zwei teilerfremde Faktoren zu bestimmen. Jede Zerlegung ist durch die 
Angabe des ersten Faktors vollstândig bestimmt. Enthâlt ferner S/ eine 
der Primzahlen Pk, so muB s/ sie in derselben Potenz enthalten wie m, 
da ja sonst ti nicht teilerfremd zu s/ wâre. Daher ist s/ vollkommen be- 
stimmt durch die Angabe derjenigen der r Primzahlen pky die in s,- vor- 
kommen. Es gibt zum Beispiel ein s/, das kein pk enthalt; es ist gleich 1. 
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Es gibt r Zahlen S/, die je ein enthalten. Um ein bestimmtes 5/ zu 
kennzeichnen, schreiben wir die r Primzahlen pk senkrecht untereinander 
und rechts neben jedes pu ein -f oder — Zeichen, je nachdem es in s,- 
aufgenommen werden soll oder nicht. Wir erhalten daher aile 5/ und 
jedes nur einmal, indem wir die Zeichen + und — auf aile moglichen 
Arten auf die r Felder einer Spalte verteilen. Schreiben wir diese Spalten 
nebeneinander, so erhalten wir eine Tabelle für die verschiedenen s/. 


Für die kleinsten 

Werte von r erhalten 

wir: 




r 1 . 

r 2. 

r 

- 3. 



Pi 1 -1 

Pi 1 H 1 "f — 

Pt 


+ - 
-H - 

-4- — 


P2 -I- -1- 1 

Pi 





Ps 

-1- 4- + + 

— 

— 


r - 


P, -! h — + — -1 h — 4 1 - — + — 

Ih -h + h H 1-1 1- -1 

p,\ \' + -|- '!• + + -|- -l 

p., -h -i- -{- -1- I 1- -h + 

Es bedeutet zum Bcispiel die zweite Spalte der Tabelle für r - das- 
jenige s/, in das p^ und p^ aufgenommen sind. Jede der Tabellen enthalt 
eine Zeile mehr als die vorhergehende, und wir kdnnen das in jeder Spalte 
neu hinzukonimende Feld mit dem Zeichen -f oder — ausfüllen. Daher 
erhalten wir jede Tabelle ans der vorhergehenden, indem wir diese zweimal 
nebeneinander schreiben, wobei wir das eine Mal jeder Spalte das Zeichen -h 
und das anderc Mal das Zeichen — anfügen. Es hat also jede Tabelle 
doppelt so viel Spalten wie die vorhergehende. Da die erste 2 Spalten 
hat, so hat die zweite 2 • 2 -- 2^, die dritte 2 • 2- 2^, und die r-te 2^’ 

Spalten. Das heibt aber: Die Anzahl der moglichen 5,- oder die gesuchte 
Zahl P ist gleich 2'’. 

Wir haben also 

(114) P ^2'-. 

Fait 2. P 1 oder 2. 

Da in diescm Falle g und h ungerade sind, so sind g — h und g + P 
beide durch 2 teilbar und g^ — ist ganz von selbst durch 4 teilbar. 
Wir müssen aber dafür sorgen, dab h ungerade ist. Die Zahl g ist als 
einer der Werte von ]/u sicher ungerade. Zunachst mub wieder g^ — If 
durch teilbar sein. Wir bestimmen also wieder die p Zahlen hu aus 
(113). Diese sind eindeutig bestimmt bis auf Vielfache von m^^, Es ist 
aber diesmal nicht m, so dab zwei Zahlen nach m,) gleich sein 
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kônnen, ohne es nach m zu sein. Mit sind auch die Zahlen 

(115) /z/., hi( i i 2/72 o, hi^ zL *^^0» • • • 

Lôsungen von (113). Es fragt sich, wie viele von diesen nach m verschieden 
sind. Dabei ist weiter zu beachten, daB hu ungerade sein inuB. Da m„ 
ungerade ist, so ist von den beiden Zahlen lij,. und /z/,. + die einc ge- 
rade und die andere ungerade, so daB die Gleichungen (113) imnier eine 
ungerade Losung haben. Wir nehmen an, daB /z/^ eine solche ist. Dann 
sind auch die Zahlen 

(116) /za-, hk ± 2mo, /za- ± 1 . . . 

ungerade Lôsungen von (113). Ist (jl 1, so ist 2/zZo - m, und die Zahlen 
(116) sind nach dem Modul m einander gleich, so daB lij. durch (113) 
eindeutig nach dem Modul m bestimmt ist. Es hat also j/a nach dem 
Modul m wieder p -- 2^’ verschiedene Werte. Ist [i, ^ 2, so ist m, 

und von den Zahlen (116) sind zwei nach m verschieden, etwa fij- und 
/za -h 2rzi,). Wir erhalten daher fur j/a nach dem Modul m jetzt 2p 
r-: 2^’+ ^ verschiedene Werte, namlich die p Zahlen /za und die p Zahlen 
/Za + 2/zZo. 

Fall 3, Es sei y^>^3. 

Es sind g und /z wieder ungerade, so daB die Faktoren g — h und 
I,' + h wieder beide durch 2 teilbar sind; sie sind aber nicht beide durch 1 
teilbar, weil ihre Summc 2g es nicht ist. Daher muB der eine der beiden 
Faktoren durch 2^^ ~^ teilbar sein, Dieser ist dann wegen (ji > 3 gewiB 
eine gerade Zabi, so daB h von selbst ungerade wird, da g als einer der 
Werte von ]/a sicher ungerade ist. Ist daher der eine der Faktoren g — h 
und g -h h durch 2^^" teilbar, so ist der andere immer durch 2 teilbar, 
so daB das Produkt durch 2^^ teilbar wird. Wir setzen 


Wir haben dann für 2^~^;zZo die 2p Zerlegungen in je zwei teilerfremde 
Faktoren 

Si/l, • • V /p; 

^2/2» * • •) ^p/p* 

Soll (g — h) (g -}- II) durch m ^ 2^mQ teilbar werden, so ist dazu nach 
den angestellten Betrachtungen notwendig und hinreichend, daB ent- 
weder der erste der Faktoren durch ein Sa, der zweite dann durch /a 
teilbar ist, oder daB der erste durch sa, der zweite durch t]. teilbar ist. 
Die môglichen Werte für /z sind also die Lôsungen der Gleichungen 




g nach Sa, 
g nach //.. 
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Da (s'k, tk) ^ (Skit'k) — so haben diese Gleichungspaare je eine 
Lôsung nach dem Modul Wir erhalten weitere 

durch Addition von Vielfachen von Da aber schon das Zwei- 

fache dieser Zabi gleich m ist, so sind nur die vier Zahlen 
h'k + hk, h]' + 

nach dem Modul m verschieden. Da k jeden der Werte von 1 bis p an- 
nehmen kann, so erhalten wir für h, das heiGt für ]/a im ganzen 
^ip = 2^+2 verschiedene Werte. Ergebnis: 

Es sei m eine positive Zahl and a eine zu m teilerfremde Zahl. Ferner 
sei a QR von m. Es habe m die Form wo die ungerade Zahl 

r verschiedene Primzahlen enthalte. Dann hat y a nach dem Modul m 
2^ Werte, wenn yi == O oder 1, 

2^’+^ Werte, wenn [x = 2, 

2^+^ Werte, wenn 

10. Die W U r Z e I a u s a nach e i n e ni Modul m. 

Wir wollen in dieser Nuinmer die drei Fragen bcantworten, die wir 
im Anfang der vorigen Nummer gestellt haben, aber ohne die Ein- 
schrankung, daG a und m teilerfremd sein sollen. Die Fragen beziehen 
sich auf die Auflosung der Gleichung 

(118) — û — 0 nach dem Modul m. 

Den g. g. T. d von a und m schreiben wir in der Form 

(119) d (a, m) ^ g^h, 

wo h die in ungerader Potenz in d atifgehcnden Primzahlen enthalten 
soll, und zwar jede in der ersten Potenz. Es ist dann g eine ganze Zahl. 
Aus (118) folgt, daG durch d - -- g^h, also x durch gh teilbar sein muG. 
Wir setzen 

(120) a ^ da', m = dn, x =-■ ghy. 

Nach (118) muG — a^g^li{hy^ — a') durch m = g^hn teilbar sein. 
Wir kônnen daher (118) ersetzen durch 

(121) hy^ — û' ^ 0 nach dem Modul n. 

Haben h und n einen g. T., so müGte dieser nach (121) auch in a' atif- 
gehen. Das aber ist nicht môglich, weil a' und n teilerfremd sind. Es hat 
daher (121) keine Lôsung, wenn {h, n) nicht gleich 1 ist, und dann kann 
auch (118) keine haben. Es sei also {h, n) Dann ist nach dem Modul n 
die Zahl a'/h vorhanden und eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen sie 
mit b, Da h zu n teilerfremd ist, so dürfen wir (121) durch h dividieren 
und erhalten so die mit (121) gleichwertige Gleichung 

(122) y^ — b i) nach dem Modul tu 
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Es ist (b, ri) ~ 1, so daB wir auf diese Gleichung die Ergebnisse der 
vorigen Nummer anwenden kônnen. Sie hat aiso dann und nur dann 
Lôsungen, wenn b QR von n ist. Diese Lôsungen kônnen wir nach der 
vorigen Nummer bestimmen und auch die Anzahl a der nach n ver- 
schiedenen. Die g Lôsungen seien 

(123) yi, yj, . . y^. 

Zu jeder dieser Lôsungen dürfen wir Vielfache von n hinzufügen, so 
daB auch 

(124) yfc, y* ± n, y* ± 2n, . . . 

Lôsungen sind. Setzen wir Xfc = /igyt, so hat wegen (120) die Gleichung 
(118) die Lôsungen 

Xk = gltVk, Xk ± ghn, Xk ± 2glin, . . {k = i, 2, . . a). 

Von diesen sind nach dem Modul m = g - ghn genau g verschieden, etwa 

(125) Xk, Xk + ghn, Xk + 2ghn, . . ., Xk + (g — l)g/in, 

(/c = 1, 2, . . g ). 

Hat also (118) überhaupt Lôsungen, so ist die Anzahl der nach m ver- 
schiedenen gleich gcr. Ergebnis: 

Die Gleichung 

— a = 0 nach dem Modul m 

hat dann und nur dann Lôsungen, wenn jolgende Bedingungen erfüllt sind: 
Es sei (a, m) — g^h, wo h nur Primzahlen in erster Potenz enthalten soll, 
und es sei a = g^ h a\ m = h n. Dann mup er siens (h, n) ~ 1 sein, das 
heipt, es darf m keine in a in ungerader Potenz enthaltene Primzahl in einer 
hôheren Potenz enthalten als a. Zweitens miip die dann nach dem Modul n 
vorhandene und eindeutig bestimmte Zahl b — ri jh QR von n sein. Ist g 
die Zahl der Werte von Y b nach dem Modul n, so ist gG die Zahl der Werte 
von y a nach dem Modul m. 

17. Ein Beispiel. 

Aïs Beispiel fur die Lôsung von (118) wâhien wir 
a = 153036 = 6^ • 13 • 3 • 109, m = 180180 = 6^ • 13 • 5 • 7 • 11. 

Es ist 

d = g2/z = 62-13, g = 6, h = 13, 
n = 5 • 7 • 11 = 385, a' = 3 • 109 = 327. 

Ferner wird 

b = ri Ih = 327/13 nach 385 = 5 • 7 • 11. 

Jung, Einführung in die Zahlentheorie. 


6 
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Diese Gleichung zerfallt in die drei folgenden: 

, Nach 5 ; & 2/ — 2 — 1 4 ; 

Nach 1: b ^ 327/ — 1 — 327 2 ; 

Nach 11 : & = — 3/2 == 8/2 -= 4. 

Die erste und dritte dieser Bedingungen sind erfüllt, wenn wir b 4 
-|- 55 ü setzen und unter ii irgendeine Zahl verstehen. Wir haben ii so 
zu bestimmen, daB b nach 7 gleich 2 wird. Das gibt 55 u = — ^2 ^ - — ii 
Oder « — 2, so daB b = 114 wird. 

Nach Nr. 16 haben wir jetzt die Losungen von (122), aiso von 

= ii/| nach 385 -- 5-7 - Il 

zu bestimmen. Zunachst suchen wir eine Lôsung. Die anderen finden wir 
nach dem in Nr. 15 angegebenen Verfahren. Wir zerlegen die Gleichung 
für y in drei Gleichungen nach den Moduln 5, 7, 11. Nach 5; = 4, y = 2. 

Nach 7: y^ - = 2 = 9, y 3. Nach 11: y^ = 4, y = 2. Die erste und 
dritte Bedingung sind erfüllt, wenn wir y — 2 + 55 u setzen. Die ganze 
Zahl U haben wir so zu wahlen, daB y nach 7 gleich 3 wird, also 55 u 
gleich 1. Das ergibt u — 1 und y = — 53. Da es auf das Vorzeichen 
nicht ankommt, so haben wir damit die beiden Losungen ± 53. Um 
samtliche Losungen zu finden, zerlegen wir n auf aile môglichen Arten in 
zwei teilerfremde Faktoren. Das ergibt folgende acht Zcrlegungen: 
n - 385 -= 1 -385 =- 385- 1, 

5 • 11 ^ 77 • 5, 

= 7 • 55 -- 55 • 7, 

--11- 35-- 35-11. 

Die acht Werte von y crhalten wir dann durch die Bedingungen: 


y, . . < 

f 53 
( - 53 

(385) 

(1)’ 

1-S 

(1) 

(385) ’ 

f 53 
i-53 

( 77 ) 

(-)’ 


(5) 

( 77 )’ 

1 

f 53 
[ - 53 

(55) 

(7)’ 


( 7 ) 

(55)’ 

)’7 1 

( 53 

1 - 53 

(35) 

(H)’ 

/ 53 

>'-'1- 53 

(11) 

(35) 


Dabei bezeichnen die in Klammern gesetzten Zahlen die Moduln. Die 
Bedingungen für yg, y.,, y^, yg gehen aus denen für yj, y^, y^, y^ hervor 
durch Ànderung des Vorzeichens der rechten Seite. Daher ist yg = — yi, 
y.! -- — y3, y« — — y^, yg = — y?. Zunachst ist selbstverstandlich y^ 
-= 53, ya - — 53. Wir kônnen y^ 53 + lia setzen und erhalten die 
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Zabi U aus der Bedingung, daB nach dem Modul 5 gleich — 53 = — 3 
sein muB. Das gibt llu ^ 2ii = — 6, w = — 3 und = 53 — 3-77 
= — 178, also y^ 178. In ahnlicher Weise findet man y^ = — y^ 
108, y 7 = — yg = Ans jedem y/,- erhalten wir eine Lôsung Xj^ 
der gegebenen Gleichung, indem wir es mit g/z 6 • 13 78 multi- 

plizieren. Wir erhalten so acht Losungen. Das sind aber nicht aile nach 
dem Modul m verschiedenen. Wir kônnen noch zu jeder der Losungen 
das Ein- bis (g — l)-fache, das heifit hier das Ein- bis Fünffache, von 
ghn = 78-385 hinzufügen oder von ihr abziehen. Wir kônnen auch so 
verfahren, daB wir zu jedem y/,- die Zabi 385 fünfmal hinzufügen oder 
fünfmal von ihr abziehen. Wir wollen die Vielfachen von 385 zu den 
positiven y^ addieren und von den negativen subtrahieren. Wir erhalten 
so aus jedem y/,, fünf neue Zahlen, im ganzen also 6 • 8 = 48 Zahlen, und 
zwar folgende: 


± 

53, 

± 

108, 

± 

123, 

± 

178, 

i 

438, 


493, 


508, 


563 

=b 

823, 

i 

878, 

± 

893, 


948 

i: ■ 

1208, 


1263, 

± ■ 

1278, 


1333 

± ' 

1593, 

± ' 

1648, 

± ■ 

1663, 


1718 

i ' 

1978, 

± 

2033, 


2048, 


2103 


Aus diesen Zahlen erhalten wir dann durch Multiplikation mit g/z — 78 
die Losungen der gegebenen Gleichung. Ergebnis: 

Die Gleichung 

— 15303G nach dem Modul 180180 
hat folgende nach dem Modul verschiedene 48 Losungen: 


± 

4134, 

d: 

8424, 

± 95!)4, 

± 

13 884, 

d: 

34164, 

z\z 

38454, 

± :t()G24, 


43914, 

± 

64194, 

± 

68484, 

± 69C54, 

d: 

73 944, 

d: 

94 224, 

± 

98514, 

± 99684, 

± 103 974, 

zi: 

124 254, 

± 128544, 

± 129714, 

-U 

134004, 


± 158574, 

± 159744, 

± 104 034. 


IS. Eine Verallgeineineriing des Wilsonschen Satzes. 

Es sci m eine positive Zabi, die grôBer als 2 sei. Wir setzen wieder 
m 2‘^/7 z,„ wo nzo ungerade sein soll. Es bedeute ferner wieder r die 
Anzahl der in îtIq enthaltenen verschiedenen Primzahlen. Zur Abkürzung 
sei 9 (m) mit s bezeichnet, und es seien Uj, a ^, . . ., nach m verschiedene 
zu m teilerfremde Zahlen. Ihr Produkt sei g. Ist m eine Primzahl p, so 
ist g nach p gleich {p — 1)! und nach dem Wilsonschen Satze gleich — 1. 
Wir wollen den Wert von g nach dem Modul m für beliebiges m zu be- 

6 * 
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stimmen versuchen, und zwar auf dieselbe Art, wie wir den Wilsonschen 
Satz bewiesen haben. Wir teilen zunâchst die in zwei Gruppen. Die 
erste soll diejenigen enthalten, die Lôsungen der Gleichung = 1 
nach m sind, die zweite aile anderen. Die Zahlen der ersten Gruppe seien 
mit 62, • • •> die der zweiten mit Cg, . . . bezeichnet. Da die Zabi 1 
QR jeder Primzahl ist, und da 1 teilerfremd zu m ist, so hat die Gleichung 
=: 1 nach m immer Lôsungen, und diese sind teilerfremd zu m, so daB 
die bi die sümtlichen nach m verschiedenen Lôsungen sind. Ihre Anzahl 
ist nach Nr. 15 gleich 2'’, wenn p. == 0 oder 1, gleich 2^+ wenn p. = 2, 
und gleich 2^ + ®, wenn [Jt ^3. Da wir den Fall p. = 1, r = 0, nâmlich 
m 2, ausgeschlossen haben, so ist diese Zahl immer gerade. Sie sei mit 
2 T bezeichnet. Da mit bi auch immer — bi eine Lôsung ist, und zwar eine 
von bi verschiedene, so kônnen wir die Bezeichnung so wâhlen, daB 
“ — bi, 64 = — b^, . . ., 62T = — ^2T — 1* Es ist dann nach m 

^1^2— ^2^3 ~ ^2T — 1^2T 

da ja bl = b'i • • • =- 62T-1 1- 

Wir betrachten jetzt die Zahlen c,-. Da sie teilerfremd zu m sind, so 
gibt es nach dem Modul m zu jeder Zahl C]. eindeutig die Zahl die 
mit c'f^ bezeichnet sei. Es ist = 1 nach m, so daB auch Cj^ = 

Die Zahl ist teilerfremd zu rn; sie ist ferner von verschieden, da 
sonst cfc == 1 wâre und Cjc zu den bi gehôren würde. SchlieBlich ist C/. 
nicht eine der Zahlen bi. Ware etwa = b^, so wâre c'fr l und 
cj. - l/c'/,, :r= cj. =z b]-, was nicht sein kann. Es ist daher c'k untcr den 
Ci enthalten. Daraus ergibt sich, daB wir die C/ zu Paaren von je zwei 
verschiedenen so zusammenfassen kônnen, daB das Produkt der beiden 
Zahlen eines Paares nach m gleich 1 ist. Bezeichnen wir die Anzahl der 
C/mit 2p, so haben wir bei passender Numerierung der C/ die Gleichungen 

C1C2 = 1, C3C4 ™ 1, . . ., C2p — iCgp = 1. 

Durch Multiplikation dieser Gleichungen und der oben für die bi an- 
gegebenen erhalten wir 

g = (-!)"• 

Dabei ist t = wenn p. == 0 oder 1, gleich 2'*, wenn p. — 2, gleich 

2' + \ wenn p.^3. Es ist also t dann und nur dann ungerade, wenn 

pt = 0, r = 1 oder [x == 1, r = 1 oder p. = 2, r = 0. 

Wir erhalten so folgende Verallgemeinerimg des Wilsonschen Satzes: 

Es sei m eine positive Zabi, und es sei g das Produkt von nach 
m verschiedenen, zu m teilerfremden Zahlen. Es ist dann nach dem Modul m 
die Zahl g gleich — i, wenn m = 4 oder gleich der Potenz einer ungeraden 
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Primzalil oder gleich dem doppelten einer solchen ist. In allen anderen 
Fàllen ist g nach m gleich + 1, 

Wir hatten den Fall m = 2 ausgeschlossen. In diesem Falle ist 

g = 1 = — 1. 


VIII. Logarithmen. 

1. Potenztabellen. 


Wir rechnen nach einer tingeraden Primzahl p als Modul und stellen 
uns, wic in Abschnitt VI, Nr. 1, Tabellen her für die Potenzen der p — 1 
von 0 verschiedenen Zahlen 

(126) 1, 2, 3, . . p-1. 

Wir werden in diesem ganzen Abschnitt als Basen für Potenzen nur diese 
Zahlen (126) verwenden, also nienials die 0, was nicht jedesmal besonders 
hervorgehoben wird. Wie wir in Abschnitt VI gesehen haben, ist für 
jedes von 0 verschiedene a gleich 1. Daraus foigt, dab sich eine Potenz 
nicht andert, wenn man sie ein oder mehrere Male mit multi- 
pliziert oder dividiert, das heiBt, wenn man ziim Exponenten Vielfache 
von p — 1 addiert oder von ihnen subtrahiert. Wir kônnen uns daher 
bei den Exponenten auf die positiv kleinsten Reste 

(127) 0, 1, 2, ..., p — 2 

nach dem Modul p — 1 beschranken. Wir haben uns zu merken: Wdfirend 
wir bei den Potenzen nach dem Modul p rechnen, rechnen wir bei den 
Exponenten nach dem Modul p — 1. In der Potenztabelle (PT) für den 
Modul p brauchen wir daher nur die p — 1 Zahlen (126) aïs Basen und die 
p — 1 Zahlen (127) als Exponenten zu verwenden. Wir erhalten so quadra- 
tische Tabellen mit p — 1 Zeilen und Spalten. Es folgen einige Beispiele. 
Es wird dem Leser empfohlen, sich weitere selbst herzustellen. 


p - 5. 



0 

1 

2 

3 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

1 

2 

4 

3 

3 

1 

3 

4 

2 

4 

1 

4 

1 

4 


p = 7. 



ü 

1 

2 

3 

4 

5 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

1 

2 

4 

1 

2 

4 

3 

1 

3 

2 

6 

4 

5 

4 

1 

4 

2 

1 

4 

2 

5 

1 

5 

4 

6 

2 

3 

6 

1 

6 

1 

6 

1 

6 
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9 
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3 
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9 

3 



5 

1 

5 

3 

4 

9 
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3 

4 
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1 

G 

3 

7 

9 
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8 

4 
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7 

1 

7 

5 

2 

3 
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6 

9 
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1 

8 

9 
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4. 
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2 

5 

7 



9 

1 

9 

4 

3 

5 

1 9 

4 

3 
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10 

1 

10 

1 

10 

1 
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10 

1 

10 
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1 


3 

■ 

5 

DB 

8 

9 

10 

11 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 1 

1 

1 

1 

1 

2 

1 

2 

4 

8 

3 

6 

12 Tl 

9 

.5 

10 

7 

a 

1 

3 

9 

1 

3 

9 

1 3 

9 

1 

3 

9 


1 

4 

3 1 

2 

9 

10 

1 4 

3 

12 

9 

10 

5 

1 

5 T2 

8 

1 

T) 

1 2 8 

1 

5 

12 

8 

(') 

1 

(') 

10 

8 

9 

2 

12 7 

3 

5 

4 

11 

7 

1 

7 

10 

.5 

9 

11 

12 G 

3 

8 

4 

2 

8 

1 

8 

12 

5 

1 

8 

12 .4 

1 

8 

12 


î) 

1 

9 

3 

1 

9 

3 

1 9 

3 

1 

9 

3 

10 

1 

10 

9 

2 

3 

4 

1 10 

9 

12 

3 

4 

11 

l 

11 

4 

5 

,3 

7 

12 2 

9 

8 

10 

G 

V2 

l 

12 

1 \'2 

l 

12 

1 12 

1 

12 

1 

12 


2. Iiigcnscliaften der F^T. 

Die PT für tien Modul p haben in ihrem Bau sehr viel Âhnlichkeit 
mit tien MT für tien Modul p — 1. Die Zeilen sind rein periodisch, und 
die Langen der Perioden sind Teiler von p — 1. Die Zahlen einer Période 
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sind voneinander verschieden. Das ailes habcn wir schon in Abschnitt VI 
bewiesen. Ferner bestehen die Perioden derselben Lange, abgesehen von 
der Reihenfolge, ans denselben Zahlen, und die Anzahl der Perioden der 
Lange / ist wieder 9(/). Ist i ein Teiler von /, so enthalten die Perioden 
der Lange /' nur Zahlen, die auch in denen der Lange / vorkommen. Wir 
wollen uns das Beispiel p ^ 13 genauer ansehen. 

Zunâchst stehen in der ersten Zeile und Spalte der PT lauter Einsen, 
wahrend in der MT dort Nullen stehen. Es spielt ja die 1 bei der Multi- 
plikation dieselbe Rolle wie die 0 bei der Addition. Die Potenzen von 2 
bilden eine Période der Lange p — 1 ==12. Wir kônnen daher jede von O 
verschiedene Zahl als Potenz von 2 darstellen. So ist 3 — 2L Wir kônnen 
also die Potenzen von 3 der Reihe nach dadurch erhalten, dab wir, mit 
30 1 beginnend, immer mit 2"^, also viermal mit 2 multiplizieren, wahrend 

wir die von 2 durch jedesmal einmaliges Multiplizieren mit 2 bekommen. 
Daraus foigt, dab wir die Potenzen von 3 der Reihe nach erhalten, indem 
wir die von 2 mit 4 auszâhlen. Da 11 2^, so erhalten wir die Potenzen 

von 11, indem wir die von 2 mit 7 auszahlen. In dieser Weise kônnen 
wir aile Zeilen der Tabelle ans Zeile 2 durch Auszahlen erhalten. In der- 
selben Weise konnten wir aber auch die Zeilen der MT für den Modul 12 
aus Zeile 1 erhalten. Wir erhielten die Zeile a, das heibt die Vielfachen 
von a, durch Auszahlen mit a. Hier erhalten wir die Zeile a, das heibt 
die Potenzen von a, durch Auszâhlen mit a, wenn a ~ 2°^. Wollen wir 
daher in unserer PT dieselbe Anordnung der Zeilen haben, so müssen wir 
in die Zeile a die Potenzen von 2® schreiben, so dab in den Zeilen der 
Reihe nach die Potenzen von 

00 ^ 01 ^ 2 2" - 4 =8 2'^ == 3 . . . 2^^ -= 7 

stehen. Bezeichnen wir die Zeilen der Reihe nach mit Zeile 0 bis Zeile 11, 
so erhalten wir jetzt sowohl bei der MT wie bei der PT Zeile a aus Zeile 1 
durch Auszâhlen mit a. Die beiden Tabellen müssen daher jetzt in ihrem 
Bau vollkommen übercinstimmen. Die PT mub daher bei der neuen An- 
ordnung dcr Zeilen auch die Symmetrieeigenschaften der MT haben. Es 
werden also auch ihre Spalten periodisch. Sie sei hier unter Fortlassung 
des linken und oberen Randes angegeben. (Siehe Tabelle Seite 88). 

Da diese PT aus der Zeile 1, nâmiich 

(128) 1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 11, 9, ô, 10, 7 

genau so cntsteht wie die MT für den Modul 12 aus ihrer Zeile 1, nâmiich 

(129) 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 

so erhâlt man die PT aus der MT auch dadurch, dab man die Zahlen 
(129) der Reihe nach durch die Zahlen (128) ersetzt. 
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In derselbcn Art konnten wir allgemein schlieBcn, daB die PT für 
den Modul p ihrem Bau nach mit der MT für den Modul p — 1 überein- 
stimmt, wenn wir wüBten, daB in jeder PT eine Zeile vorkommt, die aile 
von 0 verschiedenen Zahlen enthalt. Das aber ist nicht so einfach ein- 
zusehen. 


3. Beweis der Eigenschaften der PT. 

I. Eine Définition: Ist a 4= O, mut ist l die kleinste positive Zahl, 
für die = i, so sa^t man, a gehôrt zum Exponenten L 

Wie wir schon in VI, 1 gesehen haben, gilt: 

II. Gehôrt a zum Exponenten /, so ist dann und nur dann gleich 1, 

wenn a ein Vielfaches von l /s/, und die Potenzen a^, a^, . . sind 

voneinander verschieden. 

Es sei b a^. Wir fragen uns, zu welchem Exponenten b gehôrt, 
wenn a zurn Exponenten / gehôrt. Ist b^^^ = = 1, so muB am durch / 

teilbar sein. Ist (a, /) = d, so ist das dann und nur dann der Fall, wenn 
m ein Vielfaches von Ifd ist. Der kleinste positive Wert für m ist daher 
l/dy und es folgt: 

III. Gehôrt a zum Exponenten /, so gehôrt zum Exponenten lj(a, l). 
Im besonderen gehôrt a° dann und nur dann aiicli zum Exponenten /, wenn 
fa, /; == 1. 

Ferner gilt: 

IV. Gehôren a und b zu den Exponenten l und m, und ist (l, m) =- i, 
so gehôrt a b zum Exponenten Im. 




3. Beweis der Eigenschaften der PT. 89 

Ist nâmlich (ab)^ = = 1, so folgt durch Potenzieren mit / und 

mit m 

— b^^ — 1 _ Qinnçjm'^n _ Qmn „ /j ^ 

Es muB also In durch m und mn durch l teilbar sein. Wegen (/,m) = 1 
muB n Vielfaches von / und m, also auch von Im sein. Es ist daher, wie 
behauptet, Im der kleinste Wert von n, für den = 1 ist. 

Es môgen wieder a und b zu den Exponenten / und m gehôren. Es sei / 
nicht durch m teilbar. Es enthâlt dann m mindestens eine Primzahl q 
in hôherer Potenz als /. Es sei etwa 

/ ==: qH\ m == q^m\ [jl> X, so daB (/', q^) 1. 

Setzen wir a' = b' = so gehoren nach III. a' und b' zu den 
Exponenten l' und q^, und nach IV. gehôrt a'b' zum Exponenten iq^, 
also zu einem grôBeren als a. Daraus schlieBen wir: 

V. Ist n der profite von allen Exponenten, zu denen die Z aide n nach 
dem Modal p gehôren, so ist n durch aile anderen Exponenten teilbar. 

Gehôrte namlich etwa die Zahl b zu einem Exponenten m, der nicht 
in n aufgeht, so würden wir nach dem eben Bewiesenen eine Zahl finden 
kônnen, die zu einem Exponenten gehôrt, der grôBer ist als n. 

Es gehôre a zum Exponenten l, und es sei h ein positives Vielfaches 
von /. Dann ist 

1 = (a 1) (1 + û + ^ fl/l— 1) =:=: 0. 

Ist û = 1, so ist der erste Faktor 0, und der zweite hat den Wert /z; ist 
aber so muB der zweite Faktor vcrschwinden. Also: 

VI. Setzen wir 

S}^(x) 1 -h X + -f- • • • -f X^*~S 

und ist h ein Vielfaches des Exponenten, zu dem a gehôrt, so ist 

, . { h, wenn a 1 , 

S/j(û) — I a^l. 

Oder, anders ausgedrückt: Die Summe der Zahlen einer Période, 
deren Lange grôBer ist als 1, ist immer 0 nach dem Modul p. Das kann 
man an den Tabellen leicht nachprüfen. Da diePotenzen a^,a^,a ^, . . ., 
aile zu Exponenten gehôren, dieTeiler von l sind, und da nur a^ gleich 1 
ist, so ist im besonderen 

(130) s,(û°) = 1 + «a + + . . . + a(;-i)c< ^ I ' ^ ^ 

Eine der Eigenschaften der PT ist, daB die Zahlen einer Période der 
Lange /' unter denen einer Période der Lange / enthalten sind, wenn /' 
ein Teiler von l ist. Wir kônnen das jetzt in folgender Form aussprechen: 
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VU. Gehôren a und b zu den Exponenten l und m, imd ist m eiri Teiler 
von /, so ist b eine Potenz von a. 

Um das zu beweisen, genügt es, zu zeigen, daB eine der Zahlen 

(131) ba\ ba\ ba\ . . ba^-^ 

gleichl sein inuB. Ist etwa ba? = 1, sowird ja b Durch 

den Satz VI haben wir die Môglichkeit gewonnen, die 1 von den anderen 
Zahlen zu unterscheiden. Die Zahlen (131) haben wegen der gemachten 
Voraussetzungcn aile die Eigenschaft, daB ihre /-te Potenz gleich 1 ist. 
Ware keine von ihnen gleich 1, so würde nach Satz Vliür h = l, 

(132) Si{ba^) = 0 fur a == 0, 1, 2, . . ., / — 1. 

Es ist 

si{ba^) i+b \^b^- . . . 4 - 

Si{ba^) -- 1 -f ba -f b^a- . -f- — — 


Durch Addition folgt, wenn wir rcchts inimer die / untcrcinander stehcn- 
den Zahlen zusammenfasseii, 

si(ba^) -I- si(ba^) H h Si(ba^~^) - l H- bsi{a) + b^si(a"-) j 

+ b^~ 

Wegen (130) ergibt sich hieraus, daB die Summe der / Zahlen (132) gleich / 
ist, so daB sie nicht aile gleich 0 sein kônnen. Daraus aber folgt, daB eine 
der Zahlen (131) (und nur eine) gleich 1 ist. Das aber war zu beweisen. 

Es sci im besonderen g eine Zahl, die zu dem grôBten Exponenten ti 
gehort. Da dann nach Satz V jede Zahl a zu einem in n enthaltenen 
Exponenten gehort, so ist nach déni cbcn bewiesenen Satze jede Zahl a 
eine Potenz von g. Es niüssen daher untcr den Potenzen von g aile p — 1 
von 0 verschiedenen Zahlen vorkomnien. Das heiBt die Période der 
Potenzen von g nuiB die Lange p — 1 haben, oder es gehort g zum Ex- 
ponenten P — 1. Wir haben daher: 

VIII. Für jede ungerade Prirnzahl p gibi es rnindestens eine Zahl g, 
die ziini Exponenten p — 1 gehort. 

IX. Eine Définition: Man nennt eine solche Zahl g eine primitive 
Kongriienzwiirzel von p. Wir nennen sie eine Grundzahl für den Modal p. 

Es sei noch ausdrücklich hervorgehoben, daB eine solche Grundzahl g 
die Eigenschaft hat, daB g^' dann und nur dann gleich 1 ist, wenn h durch 
p — 1 teilbar ist. Mit Hilfe einer Grundzahl g kônnen wir jetzt einmal 
die Zahlen bestimmen, die zu einem gegebenen Exponenten / gehôren, 
deren Potenzen also Perioden der Lange / liefern, und dann diejenigen 
Zahlen, die in den Perioden der Lange / vorkommen. Es sei / ein Teiler 
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von P — 1, und es sei p — 1 = dl. Nach Satz 111 gehôrt die Zabi a g® 
— und in dieser Form lâbt sich ja jede Zabi darstellen — zum Exponenten 
(p — 1)/(a, P — 1), also zum Exponenten /, wenn (a, p — !)==(/, wenn 
also a = dr, wo r teilerfremd zu / ist. Da a eine der Zablen von 0 bis 
P — 2 ist, so ist r eine der Zablen von O bis / — 1. Daber ist die Anzabl 
der zum Exponenten l gebôrenden Zablen gleicb der Anzabl derjenigen 
unter den Zablen von 0 bis / — 1, die zu / teilerfremd sind, also gleicb 
9(/). Und wir baben; 

X. Es gibt (ç>(l) Zahlen, die zum Exponenten l gehdren, wenn l ein 
Teiler von p — 1 ist. Im besonderen gibt es 9fp — 1) Griindzahlen für den 
Modal p. 

Die l in ciner Période der Lange / entbaltenen Zablen seien 
(133) «1, flg, • • ^/* 

Diese Zablen baben aile die Eigensebaft, daB ibre /-te Potenz gleicb 1 
ist. Ist wieder p — \ Id, so ist die /-te Potenz von g^ dann und nur 
dann gleicb 1, wenn cal dureb p — 1, wenn also a dureb d teilbar ist. Es 
ist a eine der Zablen von 0 bis p — 2, und unter diesen gibt es genau /, 
die dureb d teilbar sind, namlicb 0, d, 2^/, ...,(/ — 1)^/. Daber sind die 
Zablen (133), abgeseben von der Reibenfolge, identiscb mit den Zablen 

• • •» 

Hieraus folgt aucb wieder, dab die Perioden derselben Lange ans den- 
selben Zablen besteben. Man vergleicbe diese letzten Betracbtungen mit 
den entsprecbenden bei den MT auf S. 21, 22. 

4. Logarithmen. 

Es sei g eine Grundzabl für die Primzabl p. Wir konnen dann jede 
der p — 1 nacb déni Modul p vorbandenen, von 0 versebiedenen Zablen 
in der Form g°^ darstellen. Dabei ist der Exponent bis auf Vielfacbe von 
p — 1 eindeutig bestimmt. Recbnen wir also bei den Zablen nacb déni 
Modul p und bei den Exponenten nacb déni Modul p — 1, so geliort zu 
jeder von 0 versebiedenen Zabi ein Exponent und zu jedem Exponenten 
eine Zabi. Wir definieren: 

Ist a g®, so heipt ca der Logarithmus von a, gesclirieben 
a = loga, g*®s« a. 

Die Zafü g fieifM die Basis der Logarithmen. Statt Logaritlimns von a sagt 
man auch Index von a (inda). Die Zalil O liât keinen Logarithmus. Dabei 
ist bei den Zahlen nach dern Modal p and bei den Logarithmen nach dem 
Modul p — 1 zu rechnen. 

Wir geben für einige Primzablen Logaritbmentafeln, aus denen man 
zu jeder Zabi den Logaritbmus und umgekebrt entnebmen kann. 
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P = 7. Bûsis 3. 



Zahl 

1 2 3 4 5 

6 7 8 9 10 

nach 11 

Log 

0 18 2 4 

9 7 3 6 5 

nach 10 


Log 

0 12 3 4 

5 6 7 8 9 

nach 10 

Zahl 

1 2 4 8 5 

10 9 7 3 G 

nach 11 


P =3 13. Basis 2. 


Zahl 

12 3 4 

5 

6 7 8 

9 10 11 12 

nach 13 

Log 

0 14 2 

9 

5 11 3 

8 10 7 6 

nach 12 


Log 

0 12 3 

4 5 6 7 

8 9 10 11 

nach 12 

Zahl 

12 4 8 

3 6 12 11 

9 5 10 7 

nach 13 


Die folgenden Tafein schreiben wir mit zwei Eingangen, links die Zehner, 
oben die Einer. 

P 17. Basis 3. 

Logarithmen (nach IG). Zahlen (nach 17). 


n 

0 12 3 4 

5 6 7 8 9 

il 

0 14 1 12 

5 15 11 10 2 

3 

3 7 13 4 9 

G 8 


■ 


5 6 7 8 9 

■ 

1 3 9 10 13 

5 15 11 16 14 

il 

8 7 4 12 2 

6 


P = 10. Basis 2. 

Logarithmen (nach 18). Zahlen (nach 19). 


□ 

0 12 3 4 

5 6 7 8 9 

■ 

1 2 4 8 16 

13 7 14 9 18 


17 15 11 3 6 

12 5 10 


□ 

0 12 3 4 

5 6 7 8 9 

1 

0 1 13 2 

16 14 6 3 8 

i 

17 12 15 5 7 

11 4 10 9 
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P — 23. Basis 5. 
Logarithmen (nach 22). 



Zahlen (nach 23). 


II 

0 12 3 4 

5 6 7 8 9 

D' 

1 5 2 10 4 

20 8 17 16 11 

D 

9 22 18 21 13 

19 3 15 6 7 

il 

12 14 



Zahlen (nach 29). 


■ 

0 12 3 4 

5 6 7 8 9 

■ 

1 2 4 8 16 

3 6 12 24 19 

il 

!) 18 7 14 28 

27 25 21 13 26 

1 

23 17 5 10 20 

11 22 15 


Zahlen (nach 31). 


□ 

0 12 3 4 

5 6 7 8 9 

■I 

1 3 9 27 19 

26 16 17 20 29 


25 13 8 24 10 

30 28 22 4 12 

■ 

5 15 14 11 2 

6 18 23 7 21 


Weitere Tabellen findet man im Canon arithmeticus von Jacobi. 
Für P = 31 steht zum Beispiel Iog25 in der vorletzten Tabelle in 
Zeile 2 (Zehner von 25) und Spalte 5 (Einer von 25), so da6 Iog25 = 10. 
Ebenso findet man logl7 == 7. Umgekehrt findet man aus der letzten 
Tafel, daB zu den Logarithmen 13 und 27 die Zahlen 24 und 23 gehôren. 
Auf eine Eigentümlichkeit der Tafein für die Logarithmen sei noch hin- 

1 

gewiesen. Die letzte Zahl ist immer -(p — 1). Woher kommt das? Diese 

letzte Zahl ist immer log (p — 1). Die bemerkte Eigentümlichkeit sagt 
also aus, daB 


log(p-l) = l(p-l) = P, 
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wenn wir die schon früher üfter benutzte Abkürzung verwenden. Ist g 
die Basis der Logarithmen, so künnen wir statt dessen auch sagen: die 
P-te Potenz von g ist immer gleich p — 1 == — 1. Wir haben in Ab- 
schnitt VI, Nr. 4 gesehen, daB die P-te Potenz jeder von 0 verschiedenen 
Zabi gleich + 1 oder — 1 ist. Da aber g eine Grundzahl fur den Modul p 
ist, so ist erst die (p — 1)-te Potenz von g gleich + 1, und es muB die 
P-te Potenz gleich — 1 sein. Ztim Logarithmus P gehort also immer die 
Zahl p — 1 = — 1 . 

T). E i g e n s c h a f t e n der L o g a r i t li m e n. 

Es sei p = .31. Aus der Logarithmentafel ersehen wir, daB 19 = 3^ 
2G ^ 3^, 28 == 3^®. Dahcr wird 

X -, 19 • 26 • 28 - 3^ -i- ^ - 3^5, 

SO daB logx = 25 ist. Aus der Tafel für die Zahlen finden wir x 6. 
Wir ersehen daraus, daB durch Benutzung der Logarithmen eine Multi- 
plikationsaufgabe in eine Additionsaufgabe verwandelt wird, und das ist 
die Hauptaufgabe der Logarithmen. Allgemein gilt Folgendes: Rechnen 
wir nach dem Modul p, wo p wieder eine ungerade Primzahl ist, und ist g 
die Basis der Logarithmen, so folgt aus 

loga -- a, \ogb - p, loge -- y, 

Oder, was dasselbe ist, aus 

a b -- £ = gY : 

a • 6 = g^ l P, a - b - c = P + y, ajb = g“~P 

Oder 

log(a^) -- oc 1 p =- loga -1- log/7, 

(134) \og{abc) - a H- p -| y - loga -|- \ogb + loge, 

\og(aib) ^ a — p loga — log&, 

woraus wir noch ersehen, daB Divisionsatifgabcn auf Subtraktionsaufgaben 
zurückgeführt werden. Wahlen wir a ^ /7 e, so folgt 

log(û‘“) -- 21ogû', log(a^) 3logû! 
und allgemein für positives ganzzahligcs n 

(135) Iog(a'9 nloga. 

Aus der letzten der Gleichungen (134) folgt wegen logl =0 
log(l/û) log(û“^) logl — loga = — loga. 

Für positives ganzzahliges m wird in Verbindung mit (135) 
log(û”'") log(û~^)^^' = mlog(a~^) ^ — mloga. 
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Ist jetzt n eine négative Zahl, also w = — n einc positive, so wird 
log(a~"') == log(a'9 — mloga = nloga, 
so dal5 (135) auch für négatives ganzzahliges n gilt. SchlieBlich gilt (135) 
auch für n = 0, wie man unrnittelbar ans logl =0 folgert. 

Ans (135) ersieht man, daB durch Logarithmieren das Potenzieren in 
Multiplizieren verwandelt wird. Damit hângt es zusammen, daB die PT 
für den Modul p so groBe Âhnlichkeit mit der MT für den Modul p — 1 
hat. Man erhâlt diese ans jener, indern man ihre Zahlen durch deren 
Logarithmen ersetzt, bis auf die Anordnung der Zeilen. (Vgl. Nr. 2 dieses 
Abschnittes). 


G. Anwendungcn. 


A. Miiltiplikations- and Divisionsaiifgaben. 

1. Zu berechnen x — 7^ • 11^ • 5 nach dem Modul 13. (Die Logarithmen 
sind nach dem Modul 12 zu nehmen). 
logx = 31og7 + 4Iogll + Iog5. 


log 7 -- 11 
logll = 7 
log 5 1) 

.X — 10 

2. Zu berechnen 


X 


3 log 7 33 - 9 ^ 

4 log 11 = 28 - 4 i + 
log 5 - 9 = 9 i 

log X = 22 = 10 

113 - 8^ -32 2 

132 • 7 ^ • 5 « " n 


nach dem Modul 19. (Die Logarithmen sind nach dem Modul 18 zu 
nehmen). 

logx log Z — logn, 



log Z 


31ogll 

+ 

5 log 8 

21og3, 




logn 


21ogl3 

-f 

4 log7 4- G 

log5. 



log 

13 

5 



2 log 13 

10 = 

10 1 

1 

log 

7 -- 

6 



4 log 7 

- 24 


+ 

log 

5 - 

IG 



6 log 5 

= 96 - 

61 

1 

1^ 






log n 

= 22 = 

4 


log' 

11 - 

12 



3 log 11 

-= 36 

0 j 

1 

1 

log 

8 = 

3 



5 log 8 

= 15 = 

15 

1 + 

log 

3 - 

13 



2 log 3 

26 

8 







log Z 

= 23 = 

5| 

L 


X == 

2 



log n 


4 J 

1 


log X -- 


1 
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B. Diophantische Gleichungen. (VgU Abschniit IV, Nr. 6), 

1. Es sollen die ganzzahligen Lôsungen der Gleichung 

(136) 19x — 23y-=5 

bestimmt werden. Wie wir früher gesehen haben, genügt es, eine Lôsung 
zu finden. Wir rechnen nach dem Modul 23, also bei den Logarithmen 
nach 22. Es wird 

19x = 5, logx = log5 — loglO = 1 — 15 = — 14 = 8, 
so daB sich x = 16 ergibt. Mit diesem Werte foigt aus (136) 

23y = 19 • 16 — 5 = 299 = 23 • 13. 

Es ist also 

X = 16, y == 13 

einc Lüsung von (136). Die allgenieine ist dann nach IV, Nr. 6 
X = 16 + 23«, y = 13 4- 19w, 
wo U irgendeine Zahl ist. 

2. Es sollen die ganzzahligen Lôsungen der Gleichung 

(137) 3689 X — 2400 y = 250 
bestimmt werden. 

Es ist 3689 = 7 -17 -31. Nach dem Modul 7 ist 
— 2400y = — 300y — — 20y ^ y ~ 250 — 40 — 5, also î/ 5 nach 7. 
Nach dem Modul 17 ist — 2400 -= 14, 250 -- 12, also y = 12/14 = 6/7. 
log6 - 15 \ 
log 7 = 11 J 

log y 4, also î/ = 13 nach 17. 

Nach dem Modul 31 ist — 2400 18, 250 = 2, also y = 2/18 — 1/9. 

log 1 = 0 1 

log 9 ~ 2 J 

log y — 2 = 28, also i/ = 7 nach 31. 

Wir haben jetzt eine Zahl y zu bestimmen, die bei der Teilung durch 
7, 17, 31 der Reihe nach die Reste 5, 13, 7 lâBt (vgl. V, Nr. 6). Wir setzen 
Xi = 17 • 31yi, Xa =- 7 • 31 ya, Xg = 7 • lly^ 

Oder Xj = 527yi, Xg = 217ya, ^3 = 

und bestimmen y^, ya, y^ so, daû 

Xj = 5 nach 7, Xg = 13 nach 17, Xg = 7 nach 31. 

Nach dem Modul 7: 

Xi = 527yi = 2yi = 5 = 12. so dafi == 6. 
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Nach dem Modul 17: 

Xa =- 217y2 = 7 • 31 Va =- 7 • 14ya =- 13, 
logya = logl3 — (log7 + logl4) ^^4 — (11 + 9) == — 16 = 0, 
so daB ^a = 1- 
Nach dem Modul 31: 

^3 = 119y3 ^ 7 • IVya = 7, 17y3 = 1, 
logy 3 = — logl7 = — 7 = 23, so daB = 11. 

Es wird daher 

Xi = 527 • 6 = 3162, Xa = 217, Xg = 119-11 = 1309 

Lind 

y -f Xg + ^3 = 4688 

Oder, da wir y nach dem Modul 7 • 17 • 31 = 3689 reduzieren dürfen, 

y = 999. 

Aus (137) folgt mit diesem Wert von y 

3689 X = 250 -f 999 • 2400 = 2397 850 = 3689 • 650, 

so daB 

X = 650, y = 999 

einc Lôsung der gegebenen Gleichung ist. Die allgemeine ist dann 
X = 050 f 2400w, y = 999 + 3089ii, 
wo U irgendeine Zahl ist. 

C. Ein Beweis des W ilsonschen Satzes. 

In Nr. 5 des Abschnittes Vil haben wir den Wilsonschen Satz be- 
wiesen, der aussagt, daB dann und nur dann {p — 1)! — 1 nach dem 

Modul P, wenn p eine Prirnzahl ist. Durch logarithmische Berechnung 
von {p — 1)1 erhalten wir einen neuen Beweis. Es wird 

■og {(p — 1)!} ="= log 1 -I- log 2 + log 3 H 1- log (p — 1), 

so daB log|(p — 1)!} gleich der Summe aller Logarithmen ist, die es 
zum Modul p gibt. Daher wird 

log{(p — 1)1} - 0 + 1 + 2 +••• + (p — 2) 

- I (p-l)(p-2) 

Oder, da es auf Vielfache von p — 1 nicht ankommt, 

•og{(p — 1)1} - l (p — 1){(P — 1) — 1} = — 2 (P — 1) " + 2 !)• 


Wie wir am SchluB von Nr. 4 dieses Abschnittes gesehen haben, gehürt 

Jung, Einführung in die Zahlentheorie. 7 
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zum Logarithmus -- (p — 1) die Zabi — 1. Daher ist nach dem Modul p, 

wie behauptet, (p — 1)! = — 1. Die Umkehrung kann so bewiesen 
werden wie an der früheren Stelle. 

7. Wurzeln, Potenzreste. 

Rechnen wir nach dem Modul p, so kônnen wir mit der zugehôrigen 
PT aus der Gleichung 

=- b 

eine Zabi bestimmen, wenn die beiden anderen gegeben sind. Das sind 
drei Arten von Aufgaben, je nachdem b, n oder a gesiicht ist. 

Die erste Aufgabe verlangt, die Zabi x aus der Gleichung 

(138) 

zu bestimmen. Für p 13 finden wir aus der Tabelle auf S. 86 z. B. 
5’ ^ 8, 10*^ == 12 usw. 

Die zweite Aufgabe verlangt, die Zabi x aus der Gleichung 

(139) = 5 

zu bestimmen. Es wird also gefragt, ob sich eine Zabi b als Potenz einer 
anderen a darstellen laBt, und wenn ja, als welche. Für p --- 13 haben 
wir Z. B.: 3 lâBt sich auf vier Arten als Potenz von 3 darstellen. Es ist 
3 31 rr;; 3^ — 3? 310^ Odcr 4 lüBt sich auf zwei Arten als Potenz von 

10 schreiben, nâmlich als 10^ und lO^^ Dagegen laBt sich 2 weder als 
Potenz von 3 noch als Potenz von 10 darstellen. Die Gleichung (139) ist 
also nicht imnier losbar und, wenn sie es ist, nicht immer eindeutig. 
Nur wenn a eine der Grundzahlen für den Modul p ist, ist (139) immer, 
und zwar nur auf eine Art, zu losen. Es ist ja dann x gleich dem Loga- 
rithmus von b zur Basis a. 

Die dritte Aufgabe verlangt, die Zabi x aus der Gleichung 

(140) X'' b 

zu bestimmen. Es wird also gefragt, ob sich eine Zabi b als n-te Potenz 
einer anderen darstellen laBt, oder ob sie nach dem Modul p gleich einer 
n-ten Potenz ist, oder ob es eine n-te Potenz gibt, die bei der Teilung 
durch p den F^est b laBt. Ist das der Fall, so heiBt b ein n-ter Potenzrest. 
Man sagt namlich: 

Ist p eine Primzahl, und ist b eine nicht durch p teilbare Zabi, so heipt 
b ein n~ter Potenzrest von p, wenn es eine Zahl a gibt, deren n-te Potenz 
nach dem Modul p gleich b ist. 

Für den Fall n = 2 ist uns diese Définition bekannt. Wir haben dann 
die quadratischen Reste. 
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Ist b ein n-ter Potenzrest von p, hat also die Gleichung (140) eine 
Lôsung, so handelt es sich darum, aile Losungen zu finden. Jede von 
ihnen heiBt eine n-te Wurzel ans b (nach dem Modul p). Man schreibt 

(141) X = y b. 

Es sei wieder p =- 13. In dcr Tabelle auf S. 86 stehen in Spalte 5 die 
fünften Potenzen. Da in ihr aile p — 1 =12 von 0 verschiedenen Zahlen, 

5 — 

jede einmal, vorkommen, so ist J/ a fur jedes a vorhanden und hat einen 

Wert. Zuni Beispiel ist = 2, |/l0 =4 usw. In Spalte 9 stehen die 
neunten Potenzen. Wir sehen, in ihr kommen nur die Zahlen 1, 5, 8, 12 
vor, und zwar jede dreimal. Diese und nur diese vier Zahlen sind daher 
neunte Potenzreste von 13, wâhrend 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11 es nicht sind. 

Wir finden aus der Tabelle für j/s die drei Werte 2, 5, 6 und für ]/! die 
drei Werte 1, 3, 9. Die Zahlen in dcn Spalten der PT sind zur Ab- 
wechslung mal nicht periodisch. Wir haben aber an dem Beispiel p = 13 
in Nr, 2 gesehen, daB wir sie durch passende Anordnung der Zeilen 
periodisch machen kônnen (Vgl. die Tabelle auf S. 88). Wir gehen 
darauf nicht nâher ein. 

Der wesentliche Inhalt der PT findct sich in einfacherer und über- 
sichtlicher Forrn in den Logarithmentafeln. Und wir konnen imsere drei 
Gleichungen (138), (139), (140) einfacher behandeln, indem wir zu den 
Logarithmen übergehen. So erhalten wir die drei Gleichungen 

(142) logx = nlogfl, xlogû = log^, nlogx = logb, 

(nach dem Modul p — 1). 

Die erste Aufgabe gehort zu den in der vorigen Nummer unter A be- 
handelten und ist ein besonders einfacher Fall. Die beiden anderen Auf- 
gaben sind durch das Logarithmieren zu Divisionsaufgaben nach einer 
zusammengesetzten Zahl aïs Modul geworden. Wir kônnen auf sie die 
Ergebnisse von Nr. 5 in Abschnitt IV anwenden (Vgl. den Satz über 
die Division auf S. 23). Wir beschranken uns auf die letzte Aufgabe. 
Übertragen wir den Satz auf S. 23 auf unseren Fall, so haben wir: 

Es sei p eine imgerade Primzahl und n eine positive Zabi, die mit p — / 

n , 

den g. g. T. d Itabe. Es ist ]/ a nach dem Modul p dann und nur dann 

vorhanden, wenn loga durch d teilbar ist. Die Anzahl der Werte von y a 
ist d. 

Und auch: 

Eine Zahl a ist dann und nur dann n-ter Potenzrest von einer un- 
geraden Primzahl p, wenn sie durch p nicht teilbar ist, und wenn loga 
durch (n,p — 1) teilbar ist. 


7 * 
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Beispiele: 

1. P l‘J. 

= 7, 21ogx = lüg7 6 2''i, logx = 3 oder 12, x = y7 = 8 

Oder 11. 

x^ == 8, 2 logx = log8 = 3. 

Da Iog8 gleich einer ungeraden Zahl ist, so konnen wir sie nicht 
diirch 2 dividicren. Nun dürfen wir zwar zu log8 beliebige Vielfache von 
P — 1 —18 hinzufügen, aber das nützt uns nichts, da p — 1 eine gerade 
Zahl ist, und die anderen Werte des Logarithmus daher auch ungerade 
sind. Nach dem Modul 19 ist daher ]/8 nicht vorhanden. Wir sehen 
daraus: 

Eine durch p nicht teilbare Zahl ist QR oder QN von p, je nachdem 
ihr Logarithmus gerade oder ungerade ist. 

- 9, 5 logx — log9 = 8 nach 18. 

Da 5 zu 18 teilerfremd ist, so laBt sich nach dem Modul 18 jede Zahl 
durch 5 dividicren, und zwar eindeutig. Hier ist nach 18 

logx = 8/5 — 10/5 = — 2 = 16, X = 1^9 = 5. 

x^ 7, logx log7 = 6 ==- 24 42 = 60 nach 18. 

Hier ist (1,18) =- 2. Da log 7 — 0 durch 2 teilbar ist, so kann nian 6 
durch 4 nach dem Modul 18 teilen, und man erhiilt die beiden Werte 
logx ^ f)/4 — 21/4 G oder logx ^ G/4 GO/4 = 15, 
woraus folgt 

4 

X = y7 = 7 oder 12. 
x^ 14, 3logx = log 14 = 7 nach 18. 

Hier ist (3,18) = 3. Da log 14 = 7 nicht durch 3 teilbar ist, so laGt sich 

.‘1 ^ _ 

nach dem Modul 18 die Zahl 7 nicht durch 3 teilen. Es ist daher ]/14 
nach dem Modul 19 nicht vorhanden. 

2. p = 31. 

x^^ = 5, lOlogx = log5 = 20 nach 30. 

Nach Nr. 8 in Abschnitt IV folgt hieraus 

logx = 2 nach 3 

oder 

logx = 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 2G, 29 nach 30, 

10 - 

X j/5 = 9, 2G, 20, 13, 10, 22, 5, 11, 18, 21 nach 31. 
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= 25, 251ogx = log25 10 nach 30, 

Tilogx 2 nach 6, logx =- 2/5 = 20/5 = 4 nach 6, 
logx == 4, 10, 16, 22, 28 nach 30, 

25 , -- 

X = ]/25 -= 19, 25, 28, 14, 7 nach 31, 
x‘** = 6, Ologx == loge = 25 nach 30. 

Hier ist (9,30) =: 3 und 25 = log6 ist nicht durch 3 teilbar. Daher ist 

y 6 nach dem Modul 31 nicht vorhanden. 

8. Über die Verallgemeinerung des Logarithmus. 

Es liegt nahe, eine Verallgemeinerung des Logarithmus auf den Fall 
zu versuchen, wo der Modul m eine zusammengesetzte Zahl ist. Es sei 
etwa g die Basis solcher Logarithmen. Hat g mit m den g. g. T d, so haben 
auch aile Potenzen von g mindestens den Teiler tî mit m gemeinsam. 
Und, wenn g zu m teilerfremd ist, so sind es auch aile Potenzen von g. 
Man wird sich daher wie in dem Fall, wo m eine Primzahl p ist, auf die 
zu m teilerfremden Zahlen beschrânken müssen und versuchen, diese als 
Potenzen einer passend gewâhlten Grundzahl g darzustellen. Da eine 
solche Zahl g zu m teilerfremd sein mu6, so ist nach dem verall- 
gemeinerten Fermatschen Satze 

— I riQQh m. 

Es sind daher von den Potenzen von g sicher hôchstens 9(777) verschieden. 
Es fragt sich, ob es wenigstens eine Zahl g gibt, deren erste (^(m) Potenzen 
aile nach m voneinander verschieden sind. Eine solche Zahl konnten wir 
als Basis cines Logarithmensystems für die 9(777) zu m teilerfremden 
Zahlen wâhlen. Eine derartige Zahl gibt es aber im allgemeinen nicht, 
wie schon einfache Beispiele zeigen. Für m === 12 ist 9(777) = 9(12) — 4, 
und die 4 zu 12 teilerfremden Zahlen sind 1, 5, 7, 11. Es ist schon die 
zweite Potenz dieser Zahlen nach 12 gleich 1, so daB es hier keine Zahl g 
der gewünschten Art gibt. Man sieht an diesem Beispiele auBerdem, daB 
man nicht viel davon hâtte, wenn es eine Zahl gâbe, deren vierte Potenz 
erst gleich 1 wâre. Denn auch dann kônnte man nur für vicr von den 
zwolf Zahlen, die es nach 12 gibt, einen Logarithmus definieren. 

Eine genauere Betrachtung zeigt, daB man eine Zahl g, deren erste 
9(777) Potenzen nach m voneinander verschieden sind, dann und nur dann 
finden kann, wenn m die Potenz einer ungeraden Primzahl ist. Bezeichnen 
wir eine derartige Zahl mit Grundzahl für den Modul m, so gilt der Satz: 

Ist m die Potenz einer ungeraden Primzahl p, so ist g eine Grundzahl 
für den Modul m dann und nur dann, wenn erstens g eine Grundzahl für 
den Modul p ist, und wenn zweitens gf^~ ^ — 1 zwar durch p, aber nicht 
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durch teilhar ist. Ist ferner a eine Grundzahl fur p, und ist — 1 
durch p2 teilbar, so ist g a p eine Grundzahl fur m. 

Ehe wir diesen Satz beweisen, leiten wir zwei Formein ab. Es seien 
b, c, n drei positive Zahlen. Dann ist nach dem Binomischen Satz 

(143) (b + cy^ b^^ + nib^^~^c-\-nM--H^ + • • • + 

Hierin sind die Koeffizienten n^ iisw. ganze Zahlen. Im besonderen ist 

1 

(144) = = — 1)^- 

Ist c = ap durch die ungeradc Primzahl p teilbar, so folgt aus (143), (144) 

(145) (b + apy^ = b^^ + napb^^~^ nach p^. 


Es sei jetzt ^ = 1, n = p, und es sei c~apy durch py teilbar, wo 
Y eine positive Zahl sein soll. Dann ist 

1 

n^c^^ ^ (p — i)pp^ya^ 

durch p^y i- 1 teilbar. Da yj^l, ist 2 y + 1 + 2. Ferner sind die 

Potenzen c^, c'*, . . aile mindestens durch py+ ^ teilbar. Daher 
folgt aus (143), (144) 

(146) (l+apyy^^i-\-apy+^ nachpy+2. 

Nunmehr gehen wir zuni Beweis unseres Satzes über. Es sei g eine 
Grundzahl fur den Modul p. Es ist gP—^^zzi nach p. Wir zeigen zu- 
nâchst, daB wir annehmen konnen, daB 4^1 nach p^. Es sei nam- 
lich go eine Grundzahl, für die ^ 1 nach p^. Setzen wir g = go + P» 

so ist auch g eine Grundzahl, und es ist nach (l'i5) 

g"'“' = (go + P)''“‘=go~‘ + (P — nach p\ 


Da nach Voraussetzung g^ ^ — 1 nach p^, und da ferner (g, p)~l, 
so folgt 

+ nach p\ 

Es ist daher gP—^z^i nach p‘^. Wir setzen 

(147) /Zj ^ gp- 1 =. 1 + a^p, wo (« 1 , p) 1 . 

Es sei a >2, und es sei / die kleinste positive Zahl, für die g^ = l 
nach p°. Dann sind die Zahlen 

g“, g‘, •••, g'~‘ 


nach p“ voneinander verschieden, und wenn g^'' = l nach p®, so ist 
m durch l teilbar. Das folgt genau so, wie wir es bei Betrachtung der 
Potenzen für den Modul p (S. 37) bewiesen haben. Da g eine 



8. Über die Verallgemeinerung des Logarithmus. 103 

Grundzahl ist, und da nach (147) g^=i nach p, so muB / dtirch p — 1 
teilbar sein. Wir setzen 

Ferner ist nach dem verallgemeinerten Fermatschen Satz 

(148) g9(p“) = gP°~^(p~i) = = 1 nach 

Daher muB / ein Teiler von 9(P^) = P““MP — ^) sein. X muB also eine 
Potenz von p sein. Es sei 

X-pP. 

Wegen (148) ist — 1. Wir haben zu zeigen, daB das Gleichheits- 
zeichen stehen muB. 

Nach (147) ist 

/ 2 i 1 nach p, Pi 1 nach p-. 

Ans (146) folgt für 1 

pP=r-i-faip 2 nach p=*. 

Wir setzen 

Pg = pP = 1 4 - a 2 P^ wo {a.,p) - 1 . 

Es ist dann 

p 2 = l nach p2, Pa^^l nach p^. 

Ans (146) folgt für y = 2 

P^ 1 + a^p'^ nach p*. 

Wir setzen 

*3 -- /i'j -= == 1 + flsP’. wo (üj, p) =- 1 . 

Es ist also 

Pi^ - 1 nach p^, Pi^ 4^ 1 nach p\ 

In dieser Weise kônnen wir fortfahren und finden allgemein 
hf = 1 nach \ hf:^\ nach pP+ 2 . 

Es ist also ini besonderen 

nach p“ 

so daB erst für p = a — 1 nach p“ gleich 1 wird. 

Das war zu beweisen. 

Wâhlen wir also g als Grundzahl, so kônnen wir jede der cp(p^) nach 
dem Modul p^ verschiedenen zu p teilerfremden Zahlen als Potenz von 
g darstellen. Ist etwa a = so setzen wir S=^logfl. Wir haben also 
die Definitionsgleichung 

gioga^a 
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Mit den so definierten Logarithmen làBt sich genau so rechnen wie 
mit den früher für den Modul p definierten. Beispiele für Logarithmen- 
tafeln findet man im Canon arithmeticus von Jacobi (Berlin 1839). 

Zum SchluB seien für ein weiteres Studium folgende Bûcher empfohlen: 

Bachmann, Paul: Zahlentheorie, I. Teil: Die Elemente der Zahlentheorie. 
Leipzig 1925. 

Dickson- Bodewig: Einführung in die Zahlentheorie. Leipzig und Berlin 
1931. 

Hensel, Kurt: Zahlentheorie. Berlin und Leipzig 1913 bei Goschen. 
Wertheim, Gustav: Anfangsgründe der Zahlenlehre. Braunschweig 1902. 
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Algebraische Flâchen. 

„Der Mlttelsclnillehrer“: Dieses Werk ist eine sehr willkoinmene Kr- 
weiterung^ jener wundervollen algebraischen Théorie, die ihren Betrachtui^en 
den Begrilt* des Kbrpers (Rationalitfttsbereichs) zugrunde legt, doren Ent- 
deckting und Ausbau mit den berühnitesten Namen der deutschen Geistes- 
geschicht© der letzten Jahrzehnte verknüpft ist. 

Dieses intéressante Werk verschaflFt dem aufmerksamen Leser hohen 
Genufl, setzt allerdings ziemlich umfangreiche Kenntnisse ans der Algebra, 
der Funktlonstheorie, der Differentialgeometrie nnd der Invariantentheorie 
voraus und kostet selbst bei deren Vorhandensein stellenweise infolge der 
durchwegs abstrakten Darstellung mancherlei Mühe, die sich jedoch, wie 
stetfl beim Erarbeiten mathematischer Gedankengange, sehr lohnt. 


Elemente der Théorie der linearen Integra!^ 

fffloioIllinffCIfl Prof. Q. Vivantl. Übersetzt und mit Anm. versehen 

yiuluilllliy ull« von Fr. Schwank. 1929. XI u. 296 S. Gr.-8®. Geb. 14.90 KM. 

„Frailkfnrter Zeitnng^^: Die moderne Théorie der linearen Integral- 
gleichungen, oine Schdpfung der jüngeren Zeit, welche ihr Entstehen in erster 
Linie physikalischen Problemen verdankt, birgt für viele Untersuchungen 
Bolch erhebliche Vortoile in sich, dab auch der Ingénieur nicht achtlos an 
ihr vorbeigehen. kann. Daher kann man es nur dankend anerkennen, daJB 
Verfasser und Übersetzer dem deutschen, an diesen Dingen interessierten 
Publikum ein Werk vorlegen, das in hervorragendom Malie als eine gute Ein^ 
führung in dieses Oebiet anzusehen ist. 

Der Inhalt des Bûches wird sicher um besten mit den Worten des Autors 
dahin gekennzeiclinet, daû er die zuin Studium der Originalarbeiten übor 
Integralgleichungen notwendigen Hilfsmittelentwickelt. Die Darstellung bleibt 
auf die linearen Gleichungon beschrankt, enthillt aber «ianeben Anwendungen 
auf die Théorie der linearen Dilferentialgleichungon und die theorotische 
Physik. Gerade ira Interesse des Ingénieurs, der sich Kenntnisse auf diesem 
Gebiet wohl nur durch Privatstudium aneignon kann, sei anerkonnend die 
gute pttdagogische Darstellung der Materie hervorgehoben. Dieses Bueh stellt 
zweifelloseine hervorragendo Èoreichorung der deutschen niathematischenLite- 
ratur dur und wird allen denon besonders willkommen soin, welche sich ein- 
gohonde Kenntnisse auf diesem Gebiet aneignon wolleri. Dipl.-Ing. K. SchUfer. 

,,Uiiterrichtfiblàtter für Matliematik und NaturwiSHenschaften“: Die 
sehr austührlich gehaltene Darstellung wird allen donjeriigen gute Dionsto 
leisten, die sich ohiie viel Vorkenntnisse mit den Methoderi der integral- 
gleichungen vertraut macdien wollen. Die zahlroich eingestreuten Beispiele 
trageii dazu bei, das Verstandnis der allgeineinen Théorie zu vertiefen und 
daniit die Anwendung auf konkrote Problème zu erleicbtorn, Auch die An- 
raerkungen, die Fingerzeigo für das orsto Studium goben und tür die wichtigsten 
BegrilTe weitor© ldt€*ratur nachwoisen. werdon dem Anningor erleichtern, sich 
in dem Gebioto baUi beimisch zu tühlen. Das auslührlicho Verzeichnis der 
Lohrbthîher und Abliandlungon, das in kurzen Stichworten den Inhalt kenn- 
zeichnet, wird für tiefere Studien von Nutzen soin. E. Salkowski, 


Georg Dreyer 


Statik und Festigkeit 

I. Elemente der Graphostatik, Lehrbuch für hühere technische Lehran- 

stalten und für den Selbstunterricht mit vielen Anwendungen auf den Ma- 
schinenbau, Eisenhoch- U. Brûckonbau. Zehn te Auflage. 1930. 5.90 KM. 

II. Festigkeitslehre und Elastlzitâtslehre. Lehrbuch für hühere tech- 
nische Lehranstalten und für den Selbstunterricht. Zweite, neu- 
bearbeitete Auflage. 25X17,5 cm. 426 Seiten mit 452 Abbildungen, ge- 
bunden 12.30 KM. 

III. Erklârungenund Musterbeispiele zur Festigkeits- und Elastizi' 

tâtslebre. Zweite Auflage. 7 55 KM. 

IV. Formelsammiung zur Festigkeits- und Elastizitâtsiehre. Fanfte, 

vermehrte und verbesserte Auflage. 1931. 2.95 KM- 
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Kiepert, Differential> u. Integral-Rechnung 


Grundrifi der Differentiai-Rechnung. 

Rat, Professer der Mathematik an der Techn. Yfochschule in Hannover. 

I.: Funktionen von einer nnabhân^i^en Veranderlichen. 15., vollstan- 
dig unigearbeitetü und veriuehrte Anflage. XVI und 532 Seiten Gr.-80. 

n.; Einige içrandloj^ende Untersnchnngen ans der Al^ebra und Fnnk- 
tionen von mehreren nnabhangi^en Veranderlichen. U., voilstandig 
uingearbeitete nnd vormehrte AuHage. VIII und 357 Heiten Gr.-8o. 
Beide Bünde in einem Ganzleinenband 19.80 RM. 

GrundriB der Integral-Rechnung. prrru ^veVœfAÛ*: 

I.: Integrations-Methoden nnd deren Anwendnn^ aiif Géométrie nnd 
Mechanik. XX und 036 Seiten Gr.-S^^. 

II.: Théorie der gewdhnlichen Differential-Gleichnngen. Vill und 439 
Seiten Gr.-8o. 

Beide Bünde in einem Ganzleinenband 19.80 KM. 

,,Unterrichtsblatter fiir Mathematik nnd Natnrwissenschaften**: Wir 

müssen uns freuen, dati Verfasser und Verleger in dieser für Neuauflagen so 
schwierigen Zeit keine Mühe gescheut haben, dioses Werk, ohne das der 
Student der Mathematik und der Technik nicht gedacht werden kann, in 
Hinsicht aufinhalt und Ausstattnng in mustergültiger und preiswerter Form 
wieder herauszubringen. Koeder. 

Prof. Dr. H. Liebmann, Heidelberg: . . . Das Buch, ein trouer Freund 
der Studierenden und Dozenton, überdauerte schon manches erst sehr ge- 
priesene Lehrbuch. So wird es auch weitergehen, und der Grund dafOr ist 
wohl gerade die Schlichtheit der sachlichen, wohldurchdachten Darstellung. 


Allffûttlûînû IfODhonilr Grundlegendo Ansatze und elementare Me- 
iliiy ulUuiliu JlluulICllIili* thoden der Mechanik des Punktes und der 
Punktsyateme. Eine Einführung für Studierende der Natur- und Ingenieur- 
wissenschaften. Von Dr. phil. C« H. Millier und Dr. phil. G. Prange, 
ord. Profossoren an der Technischen Hochschule Hannover. X und 551 
Seiten mit 113 Abbildungen. Gr.-80. Gebunden 10-80 KM. 

„Zeitschrift frir ançewandte Mathematik und Mechanik^*: Es ist ein 
Buch, das gerade zur richtigen Zeit orschienen ist, um den AnschluiJ der 
Mechanik an die brennenden Tagesfragen der Physik und die auherordeiit- 
liche Erweiterung unserer Xaturkenntnis, dargestellt von zwei gründlichen 
Kennern beider Gebiete, aufrechtzuerhalten. Als solches wird es ins- 
besondere dem Physiker und Mathematiker ganz besondere Dienste leisten, 
aber auch deiu Ingénieur mit dem Ehrgeiz ullgemeinerer Erkenntnis und 
der Anweiuiung neuer Methoden auf sein eigentliches Gebiet wird es will- 
kommen sein. 


Tafel der Viertel-Quadraie aller Zahlen von 1 bis 20009 
zur Erlelchterung des Multiplîzierens vierstelllger Zahlen. 

Von Prof. Dr. J. Plalimann, 6.40 RM. 

Zeitschr. f. mathem. u. naturw. Unterr. LXV, Heft 5 : Aufgebaut 
auf der Beziehung a • b = 1/4 [(a b)^ — (a ~ b)2] leistet da.s Werk be- 
deutend mehr als der Titel verspricht. Nicht nur die Produkte von 
Zahlen, deren Summe kleiner als 20010 ist, sondem auch diejenigen be- 
liebigstelliger Zahlen, die Qnadrate und Quadratwurzeln usw. las.sen sicb 
auf einfache Art ,,aufscblagcn“. Dcn Neuling leitet der Verfasser irn 
Vorwort mit sicherer lïand über die ersten Hindemisse. Sehr élégant 
werden die Teilbruchreihen in den Dienst der Rechenmethoden gestellt. 

Das Buch ist ein vorzügliches Hilfsmittel zum rascheii Multiplizieren 
für Mathematiker, Ingenieiire, Kaufleute u, a. • Haiidlichkeit und gut 
lesbare Zahlen lasseii es bis zu hohem Grade als Ersatz für Multiplika- 
tionsmasohinen gelten. Viersen. Brettar. 
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Ost, Lehrbnch (1er Cheinischen Technologie, 18. Auflage. 896 Seilen mit 
359 Abbildungen. Ganzl. 19.80 KM. 

Gürich, Erdgestaltiing und Erdgeschichte, eino Einführung in dio Géologie. 
274 Seiten mit 59 Abbildungen. Ermilliigter Preis Gan/.l. 5.60 KM. 

Rinne, Gesteinskunde. lO./ll. Auflage. 428 Seiten mit 58!> Abbildungen. 
ErmaiJigter Preis geb. 9.80 KM. 

P r ü f U n g sf r a ge n dazu. Zusammiuigestellt von Autschbach. 2.40 KM. 

Rinne-Berek, Anbdlung zu optischen Untersuohungen mit dem Polarisations- 
mikroskop, Geli. 10.60 KM., geb. 11.60 KM. 

Stoces, Tektonische Géologie für Montanisten. 142 Stdten mit 11 Tafeln und 
350 Abbildungen. 0.75 KM. 

Neiimayer, Anleitung zu wissenschaftlicdien lîoobachtnngen nnf Reisen. 
2 Blinde. Ganzl. je 27 KM. 

Laudien, Die Maschinenelomente. 5. Auflage. 

Band I; 040 Seiten mit 1264 Abbildungen. 

Band II: .')80 Seiten mit 981 Abbiblungeii. Ganzl. j(‘ 24 KM. 

Ulrich, SchifTa-Dieselniaschinen. 238 Seiten mit ,300 Abbildungen. Ganzl. 10 KM. 

Klein, Vortrage über Hebezeuge. 4. Auflage. 239 Seiten mit 151 Abbildungen. 
3.60 KM. 

Ossan, Kurzgefulite Eisc'iiJiüttenkundo. 184 Soiton mit 1:17 Abbildungen. 
ErmklJigter Preis. .3.90 KM. 

Grabner, Die Weberei. O. Auflage. 028 Seiten mit über 1100 Abbildungen im 
Text uml auf 21 'i'afeln. Ganzl. 14.40 KM. 

Hotopp, Bew(.‘glicbe BrOckiUi. 260 Seiten mit 600 Abbildungen. 36 KM. 

Kiepert, Diirerentialrechnung 1. 15. Auflage. ,532 Scu'ten. 11. 14. Auflage. 
357 Seiten. In einem Ganzl. -B<1. 19.80 KM. 

Kiepert. Integralreclmung 1. 14. Auflage. 530 Seiten. II, 14. Auflage. 439 Seiten. 
In einem <»anzl.-Bd. 19.80 RM. 

MülltM’-Prange, Allgomeino Mechanik. .551 .Seiten mit 113 Abbildungen. 
Ganzl. 10.80 KM. 

Vivanti-SchWîink, Lineare Integralgleichungen. 290 Seiten. 14.90 KM. 

.Inilg, Algebraisehe Elilclien. 410 Seiten. Ganzl. 18.90 KM. 

Plaümann, Tafel dor Viertel-ijuadrate aller Zahlen von 1 bis 20009. Ganzl. 
0.40 KM. 

Dreyer, Festigkeitskdire und ElastizitHtshdire. Lehrbuch für hühero tech- 
ni.s(;he Lehran.stalten und für den Selb.stnnterriclit. 2. Auflage. 426 Seiten 
mit 452 Abbildungen. Ganzl. 12.30 KM. 

Steinbrtick, Handbuch der gesamten Landwirtschaft. 4. Auflage. 1928 in 
5 Bilnden. Etwa 2850 Seiten. Ermilfîigter Preis. Geb. 15 KM. 

Malkmns-Opperniaiiii, Grundritt der klinistdien Diagnostik eb r inm^ren Krank- 
heiten der llaustiere. 11., neubearbeitete Auflage. Leinen 8.5,5 KM. 

Stieda-Panacli, Grundrifi der Anatomie des Menschen. 4. Auflage. ,573 Seiten 
mit 440 Z. T. farbigen lïolzschnitten und 57 Abbildungen auf Tafeln. 
Geb. 10 KM. 




Differential-Rechnung — Intégral- Rechnung 


Kiepert, Differential- u. Integral-Rechnung 

Neue billige Ausgabe 


OrundriD derDifferentiaKRechnung. 

Bat, Professor der Mathomatik an der Techn. Hochscnnle in Hannover. 

I.: Fanktionen von elner nnabbânftrij^en Verânilerlichen. 15., vollstan- 
dig umgearbeitete und vermehrte Auffage. XVI und 532 Seiten Gr.-8®. 

n. : Kinige grandlegende Unteranchangen ans der Algebra nnd Fnnk* 
tionen von mehreren anabhângigen Veranderlicben. 14., vollntandig 
umgearbeitete und vermehrte Audage. VIII und 357 Seiten Gr.-8®. 

Beido Bande zuaammerî gebunden 19.80 RM. 

GrnndriO der IntegrabRechnung. p«ri!"4 ^eV"fhïî?AÎ.fi: 

I.: Intégrât! on fl-Methoden nnd deren Anwendnng anf Geometrie nnd 
Mechanik. XX und 086 Seiten Gr. 8®. 

II: Théorie der gewohnllcben Dliferentlsl-Gleiohungen. Vni und 439 

Seiten Gr.-S®. 

Beide Bande zusammen gebunden 19.80 RM. 

,,Uiiterricht8bllitter fttr Hathematik und Naturwissensohaften^^ Baa 

altbewahrte Buch liegt nun bereits in 14. Auflaçe vor. Wie durohgreifend 
die Ausgestaltung und Verbesserung des Werkea in den letzten Jahrzehnten 
vorgenommen vrurde, zeigt ara besten ein Vergleich der 8. Auflage von 190b 
die der Berichterstatter noch als Student benutzt h«t, mit der vorliegenden 
14. Auflage. Rein auûerlich genomraen iat der ümfang des Werkea so ge- 
wachsen, dafi die Behandlung der Théorie und Anwendung der Differential- 
gleichungen in einen gesonderten zweiten Band verlegt werden muiJte. 

Inhaltlich sind auôerordentlich wichtige ErgAnzungen hinzugekommen, 
besonders Untersuchungen, die für den mathematisch gebildeten Techniker 
grOfieres Intéresse haben. 

Wir müssen uns freuen, dafî Verfasser und Verleger in dieser fûr Neu- 
atiflagen so sciiwierigen Zeit keîne Müho gescheut habon, dieses Werk, ohne 
das der Student der Mathematik und <ler Technik nicht gedacht weriien 
kann, in Hinsicht auf Inhalt untl Ausstattung in mustergültiger und preis- 
wcrter Form wieder heruuszubringen. Boeder. 

Prof. Hirsüh-Zürlch: . . . Ich habe mit lebhaftem Interesse von der Er- 
weiterung der Aniugo dos ausgozeichneten Werkcs Kenntnis genommen, mit 
aer es sich don çestoigorton Ansprüchon der Technik an die mathematische 
Vorbildung der jtuigon Ingenieiirgeneration vortrelflich anpaRt, wobei die 
allen Vorziâge: üborsichtliche und wohidurchdachto Binteilung, Klarheît und 
lieichtfablichkeit der Darstellnng, Keichtum an interessanten Beispielen — 
und nicht zuletzt die glilnzonde xind hOchst sorgfaitipo Ausstattung — 
erhalten geblieben sind. Wie bisher, werde ich das immer noch seine vor- 
zugsstellung behauptend© Werk in meinom Kreise empfehlen. . . , 

Prof, liothar Heffter, Freiburg i. B.: ... Das Buch hat ja wieder 

einige wertvolle Bereicherungen erfahren und erfrout sich zumal in studen- 
tischen Kreisen noch immor der alten Beliebtheit. . . . 

Prof. Dr. H. Mohrmann, Darmstadt: . . . MOge das bewahrte Buch noch 
lange Nutzen stiften. . . . 

Prof. H. Beck, Bonn: . . . der in hOherom Maôe das Interesse gerade 
der Universitftten finden wird, da unsere sonstigen Bûcher über Differential- 
gieichungen zu sohr das rein Theoretische hervorbebcn und die groü© Menge 
der hier vorgeführten konkreten Beispiele zweifelloa den Bedürfnissen der 
Studierenden sehr entgegenkommen wird. Das Buch wird daher seinen Weg 
schoa machen. . . . 

Prof. Dr. F. Schilling, Danzig-Langfuhr: . . . das hervorragende Buch 
habe ich immer überaus geschatzt. . . . 

Prof. Dr. H. Liebmann, Heidelberg: . . . Das Buch, ein treuer Preund 
der Studierenden und Dozenten, überdauerte schon manches erst sehr ge- 
prie.sene Lehrbuch. So wird es auch weitergehen, und der Grund daftir ist 
wohl gerade die Schlichtheit der sachlichen, wohldurchdachten Darstellung. 

Prof. R. Konig, Jena: . . . das durch die Neubearbeitung sehr ge- 
wonnen hat. . . 


Or. Max Jânecke Verlagsbuclihandlung, Leipzig Cl 

Za b»*l*li 0 a durcb ^ 

alf9 mit mir in Verbimit/ng SortimôatMbucbbmndlnngen. 





Allgemeîne Mechanik 


AUgemeine Mechanik. 


Qrundlegânde Ansftt^e und i^lômentaye Me- 
thoden dcr Môchatiik des Pumktes iiod der 
Punktsysteme. Uine Einfabrung fQr Studierende der Katar- Und Irigeni<&ur- 
wjasensohaften. VoA 0t. phil. C« H. MOIl4ir and 0t, pbiX. G- France, 
ord. Professoren an det Technisahan Hoohpchule Hftnnover. X and 5M 
8eUen mit 113 AbbilduAgen. Gr.-g*». Ôebunden 12 KJd. 


abs dem Kathematischen Seminar der Hambnrj^iscben 

f/ttiV'eesltéCt*'; Eai dem Afangel eines behrbuchefj der Macbamlt, das die^enWen 
Tôile de** Mecbanik besondera bertickaichtigt, deren KenntnX^i zam lüindrm^ejj 
in die moderne Fhyai'k notwendig iat, wird das vorU«gend 0 Bacb Xebhaft 
be^Mt werden. Ea wendet aich an Htudierende def Eatur- und ïn^enieur- 
wiasônsûhaften und enthaU, ohne beaondere Xorkenntnisse voraaszasetï^en» 
die ôlementare MechHtiik: Newtonaobe Axiome, liîecbanîk: ïveier ÏHas^en- 
pntikte^ Gravitationsgeifiet^, Ky sterne mit KebenbedinguUgan, Mecbanik des 
starren Korpers, Differentialprinzipiei». Pie HamiltoU-jacobiscben Metboden 
aifldt ëinem folgenden BaAd vorbehalten. Die prin:»ipî 0 ll©n Ffagen Tverden 
ansfdhrlicb besprochen, und es wei-den datoei die^eni^en TUnate bervor- 
gebobnxi, 'vro die (speziella und aUgemeine) BelatïTltalsllieorie einsetzt. Auclx 
'werden dieienigen Teile der klassischen Mechanik^ die ^um Verstandnia der 
ersteren von Bedeutung smd, die Betregung eines Masgenpnn'ktes auî 

evner Itrummen EUche und dîe Bewegung auf der rOii«**endeii Erde /Zentri- 
fugaP und Coriaiiakraft), eenauer erortert. Aodrerseit^ werden auob tûr d'ie 
Atomph'ysik vrichtige Probteme der Mechanik behandelt, insbesûnder© urerden 
die Frinzipien der Btotningstheorie ausemandergesetU. Durob BesprecViung 
zablreicher Beispiele aus Aetronomi©, Atûmtheorie und 'l'ecbnik wird die 
Darsiertung belebt. Das Buch kann inabeaondere vOm Btandpunkt ber 
TOOdern^n rhysik aus als Einführung in die Mechabik auta rv^arinate ©mp" 
fbbien -vrerden. 

^^Zelt8C^llirt des Vereins Bentsclier |ngenieuïe“î AUs dem Oesamt- 
gebiet der Mechanik sc^hftXt sich ieicht ein Kern berans, in dem ©inmal aile 
A^uagestaitungen far Zxrecke d©r Anwebduncen ihr© gePtieibsaîn^i Grundlage 
baben, und von dem aua andieraotta ©in^elne Sonde fgehiet© mebr tbûoretiflcber 
oder praktiaeher Bedeutung nach ibnen besonders abgepabteu Metboâen 
vreuerent’wickelt sind. Pies Kerngebiet kanu treffond aîa Aligemeîne Me- 
chanik jbexefchnet vrerden. 8i© îst der gemeiUsam© Àusgangspun'kt îbr den 
Mathematikerv Astronomen, Physiker und Ingénieur^ von dbm ausjeder yon 
ihnen sicfi den Zugang zu seine» ihn besonders intéressé ©renaen'îeilgepieten 
bahnen mufi. 

Ale Einführung ih das Oebiet dieser allgemeinen Mechanilc \yird hier 
oino Darstellung der Meohanik der Massenpunkte und d©r ^assenpuiikt- 
systeme vor^ele^t^ webei aber diejenigen Eragestellangen, di® mH den 
variationaprînzipien zusammenbîlngen, noch ÿ^urübkgosteïit sind, ’feaw'erden 
noben den grundlegenden AnsAt^ren dî© eletnentHreU Metboden entvnckolt, 
so daÔ un mathematisohen VorK^notnissen nur so viel vorsUsgese'txt xmri© 
die einCdhrenden Vorlesungen an allen Dniveraitftten and TechniscHon jâfooh- 
achuion überraitteln. 

Mit den^ vorstehendfin Worten kennzeichnen die Yorfasser ihr Bach 
naoK einer Soit© hin so knapp und trelfend, daû îch in dloser Beziebuug nar 
nooh das Delingon ihrer Absichten hestatigen môchte. 

^^Zeitschrift fdr hnK^wandte Mathematik und Mechanik^»: hJs ist ein 
Buehx daa gerade zur rjohugen Zeit orachienon ist, um dOn AnScbluA der 
Mechanik an die brennenden Tagesfragen der Ph^sik und die aaôi’rordent- 
h’oh© Erweiterung unsorer Xaturkonntiiis, dargestellt von %vve\ graadViftlien 
Kennern beider Gebiete, aufrecbtzuerhaUen. Aie solcbes wird es ij>s- 
foesondere dem Fhysiker und Matheuiatiker ganz besonder© piensto leiston, 
aber auoh dem Ingénieur mit dem Bhrgeiz allgemeinerer Brkenntnis and 
der Anvrendung neuer Methoden auf sein ©îgantiicbos GeV^et wird es wjll- 
kommen soin. 

PaÔ die Verfasser auch die Mühe nioht gescheut habeb, die historisohe 
und genetische oeite des Letirgebaudes der Mechanik im einzelnen hervor- 
treten zu lassen, iiiufi scbliefilich al© ein nicht geringer Vorzug des Bûches 
betont werdeu- 


Dr. MaxJSnecke Verla0s]Duc]iliandlunp, Leipzig C ï 
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Lmearé Intégral gleichungen — Algebraische Flâchen — Mecbanik 


Ëlemente der Théorie der linearen Inteural- 

An Pror 0% Vivantl, Üben^etzt und mit Anm, veraehea 

y lüiuimiiy ull. von Pr. Schw^tiik, 1£)29. XI und üOd Seiten Gr.^S^ 
Geb, 16.60 |ÎM. 


^^Frankfurter ZettUHK*'; Die moclemo Tbeorie aer linear^Ti IntegriA- 
eine Sch^fuïig der jün^eton Z^it, wolche ihr Put^teken in erstor 
Linie physikaüschen Froblomen veî'dankt, birgt Für viélo IDnilé^rgvichunffen 
aol<sh ^TaftbU<îho VorteJle in nich, daü auch der Inisfeniexir nicht achtlos an 
ihr vorbeigehen fcann. Paher kaim man es nur dankend anerkennen, àB.% 
YârCaaaer und Uberaetzer dem deut&chen. an diesen T>ingen interossierten 
Ftibüfcum ein Werfc vorlegen, daa in hervorragendeml^lalôe al» eine guteWm-^ 
ftihrung in dieses Gehiet an/na^hen \.e^. 

t)er InhaH des Buchea wird aicKe» um beaten mit den VVorten des Antors 
dalûtv oekenTl7oichnet^ daii er die >.uïn Studium der t>tipnaVarbeiten b\>eT 
lntegr&lgl« 0 ich.nn«eii notwondigon lldfî^miUelentwiclcelt. l3ieî)arateUiinc'b\eibt 
anf die hnearen Gloichtmgen lieaohrankt, enthült abei* daneben Atvwenqun^en 
adf die Théorie der linearen PifferentialgJoicluiiigen tmd die theoretis^he 
Physik. Oerade im Intéresse des ingénieurs, der aicb üenntmaae aviî diesem 
Gafdôt wohl nxiT* duron FH vatstudinni aneignen kaUn, sel aderkonnend die 
gâte pâdHgogische Oarstelliing deriVïütorie hervorgeltoben. ï)\eses BucA 
7.\veiieIios eine liervorragende fiereichernng: der deiitsohen n>atbemaUscVien 
Litteratur der imd wird ^len deiien besonddrs wîllkominen sein weicho sich 
cingohonde Kenntiiisse auf diosem GoViot anoignen Woï’ien- ' 

Bipl.-Tn^. iC- l^clmfeï*. 

,.,triiterricht8blatter für Sfatk^fliatik imd NatiUrwissenaehaften**: Pie 
aelvr auatührlich. gehaltene ParsteHnng wird allen denjenigen gute Pienste 
leiaten^ die atch ohne viel Yorkenntmsse mît den h^othocien der Integra'!- 
glevchungon veriraut machen waiten. Pie «abireich eîngestreuten Beisniele 
titaig^en. aazu ueî^ «las Verstttndiiis der allgemeinen Tbeorîe zvi vei’tiefen nnd 
damit die Anweudnng auf kenKr©te l‘robleme zu erUiobtern. Aneti die An- 
ttverknngenxdi'e Fingerzeigo far da^ erjjfe «iudiuin gebeh und für die wichtigsten 
Be griffe weitore Literatur naebweisen. worden dem Abfanc^r ©pTteicijterm sich 
in dem Gebiete bafd beimiseh z\i fttblen. Pas ausmhrPcbe Verzeiohnis der 
l/ebrotloher und Abhandlungvn, in kx»r^en SBob^orten denlnbait keon- 
zeiehnet, wird fÛr tiefere Studien von NnUen sein. lîi. èalkowski 


ÂlpftratsthB Ffâfito. ?,• 

^.^Üer MlttelscuuUehreF' : Piese<^ Werk ist eine sebr wiUkommene Pr- 
weiterung lener wundervoPen algebraiachen Tbeorie, die ibren Botracbtungen 
■don des Kbrpers (Rationalitfttsbereicbs) zugrundo legt deron Hni- 

decktin^ und AusOau mit deb berühmtesten bïame» dur deutsében Geistes- 
gesch lente der letzten Jabrzebnt^ verknûpît ist. — 

Pieses intéressante Werk versckaflft dem nnfrherksamen Peser bohen 
Oeni^^ 8et^t allorcUngs ziendicb uinfangreicbe Tleniitnisse aiia der Aigebra, 
<i0r funKtfon^thuone, dei* Differaritialgeum^trie und Invariantentneorie 
voraua und kostet solbst bhi der^n Vorkandensein atePenW'oise inîo’iire âer 
clurcfiwega abstrafcten Dtirstelluii^ mancherlei Mtihe, diô aî<;b lodocC vzi© 
«t©ta beim îîrarbeiten inath©niafcis<jb©f Gadankengang©, sebr lo'hnt. 

Ô. H«b«rlanci. (Betrieb^taBcbenbuch. 
lu Vi»UUUXJk» Herausgegebeu voii Ministerialrat Praf. Pipl.-Ing, R, lïorst- 
manu und Prof. Or-lug. K. Paudien.) (Bibl. der ges. Technik Bd. a^,) 
^Cweite, neiifaearboitht© Und erw^Herte Auflage. 8.60 BM. 

WVV" erkatatteclmlVs Berlin; Pie Parsteliung ist knapp und jredrau^t 
aber dftbex von auagezexcbUeter Klarheit. Ohne Verwendung bbberer iVlalbe- 
mattk. nur uuter Voranss^tzoug einfacbster geometristdier und algebruisober 
Verkenntmsse, smd aP© wichtigen Shtz© abgeleitet, nicht aPein die Besuitat© 
auee|©ben Padurch ist das Buch niuht bloô ein Nachsehlaeo^. snndern ein 
Ft?UrPUcn fdr mecnaniscjbes Yerstkmlnis geworden. Pie grapbiacbe Par- 
atellung steht gleiohwerti^ nebeu der rochneriacken. Oci.sebickt eowftbiite Bei- 
spiefe Praxis z^icfiUen den Anwendungsbereich del- abgeleitôten 

rormeln. Pa^ Büchlem kann aufs wftrmste empfohlen werdein 

Pr. S. Pedermanu. 


Ver lagsver^eichtti^se un A Sondt^rpyospekte kostenfrei* 


Statik und Fesligkeitslehre 


( Georfl Dreyëï^ 

Statik und Festigkeit 

I. Elemente dfer Graphostatik. lehrbuch für h5ht>re technisch^ Lehr-^ 

ftnstalien und für den Selbstunterrioht mit vieîen Anwendüngen auf den 
Maschinenbau, Eis^nhoch- und Brückenbau. Zehnto Aufla^e 

5.90 KM. ^ ' 

H. Pestigkeltslebre und Elastizitatslubre. Echrbuch für hühere tach- 

nîsühe Lôhranstalten und für den SeJbatunterricht. Zwôite, neu- 
bearbeiteie Auflage. 25X17,5 cm. 42t5 Seiten mit 452 Abbildungen. Ge- 
heftet 10,05 KM., gebunden 12.^ BM. 

UI. ErUSrunoan und Musterbeispisle zur PestIglceit«< und EUstizl' 

tâtslelire. Zweite Auflago. 7.55 RM. 

IV. FormeisammiunQ zur Festigkeits- und Elastizitatslnbre. Eünfto, 

vermehrte und verbesserte Auflage. 2.96 KM- 

T)ve iu zahlreichen Anflagen er.s(;hien6ne Graphostatik hat sich für d©n 
CJnterrîcht sowohl wie auch fût das Sclbstatudium als durcbaus 'brauc'h'barer- 
■wieîjfu. «leder Abechnitt ist dnrcîbsetzt mit ^ahlr«iehen, voUstandii? durchge- 
fübtteu Musterbcispiebm , die xum Toil so gewahlt sind, dab ibr© recbu©- 
rische Behandluny: aus der FcatigkniislehTe, Mecknanik und deniMascVinen- 
bavv avihon bekaimt ist, ao daÜ hier ol'tnur ©ine "Wiederholung «nd Vertiefung 
dcadort schori Oelernfcn durch di© anschauliclaere zelciineriacbe l>aï*ate>l^un^ 
«ebotv-u wvvd. J«id©c Abaohnitt enthült ©in© reichhaltige Sammlung von sorg- 
aam ^?ti<>^dn©t©n UbungSatifgabon, di© sioli sir©ng di© vorVityr beejjrocVieoeïi 
Bftisj*i©Io aulefinen, der©n LOeunken aber meistens nicht mitgeteUt sind. um 
den Studierônden znm selbstkndigen Machdonkeii zu veranlassen. "Über î 52D 
sehr gut wiedorgegeben© Abbîldungon und 5 Tafeln machen di© t^arstellung- 
boaondei’s nnachaulich und leicht ver^tllndlich. 

In dem Lohrbuch d©r Featigkoi'ts- \itid Klastizitfttslehr© hat der Ver- 
fasaer ©inen reichen liChrstofT 7Ugilngig gemaclit, der sowobli a^s Hilîamittel 
lür da« Stndium an hbheren techuischen Lehranslalten wie aueb für den 
Selbetuntorn'cîht geeignet ist. Zahlreîche Beispiele und IDbungsauîgaben so- 
wie 4Và klar©, gut wiederkegel)©!!© Abbildungon erleichtern das Verstftndjnis 
und vermittein den Studierenden eine groBe Sictierbeit auï dem Bier vor- 
getragenen Gebiote. 

.Die Erklttrungen und Musterbeispiel© sind gleîohzeitig die Antworten 
zu den Wiederholunpsfragen und liOsnngen zu den Übungsaufgaben in dem 
X.eivrbvvüh. der Featîgkeits- und Klnstizitfttslehre dos gleichen Verfass©ra, 
kOnnen aber aucb unabhangig davon zur Bolebung und Vertiefung dos 
StudiuiUH und zur BVatigung des Oelernten verwendet werdai*. Si© werden 
dem Anfilijger zu einer wilikommenen Selbstprüfung und zii ©mer wertvoïien 
Vertiefune seines Wissens dienen. Fin ^orgfaitiges Btudîum d©s Buebes ist 
di© beste vorbereitiing für die Prüfung. Ail© Erklarungen sind ao abgefaBt, 
e\o auçti ohu© die tVinderholuiigsfragen dos Lebrbuebes ©in© zuflammen- 
hBngende Ubersicht über das ganze Gebiot geben. Da aucb die Aufgaben 
seîost wiedorholt sind, so bîidet das Bucb eine selbstandige ^amnalung von 
praktiaoKen und theoretiaûhen Aufgaben, die auch für den von Wert ist, dor 
das Jbohrbuch seibst nicht besitzt. 

Bei der sorgfaltig getroffenen Aus"«vahi d©r Formel s amuilung hat der 
Verfasser an ©rljiuterndeii Abbildungen nicht gespart und bei ihrer Her- 
stellung darauf goachtet, dafi si© nicht nur di© in den Formeln vorVommanden 
BuviKstaben erkiüren, sondern auch Hinweise ©nthalton, durch die an die 
Iferkunft der Formeln erinnort wird. Auf ©in© übersiobtVieh© Ânordnung 
und i^usanimenfassnng dur Formeln für den praktischen Gebrauch ist bo- 
sonders hingearbeitet. 


0r. Max Jânecke Ferfa^sDucbbandlung, telpzig^C 1 
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